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1 Einfiihrung

1.1 Ziele der statistischen Mechanik / Thermodynamik

Die statistische Mechanik (SM) und Thermodynamik (ThD) befassen sich mit Systemen,
die aus vielen Teilchen bestehen. Beispiele sind: Gase, Fliissigkeiten, Festkorper, Pho-
tonengas,... Insbesondere bestehen die meisten Systeme aus vielen Teilchen; isolierte
Teilchen bilden eher die Ausnahme als die Regel!

Das Ziel der SM/ThD ist es, ausgehend von den bekannten Eigenschaften der Teilchen
und Wechselwirkungen zwischen den Teilchen, Vorhersagen iiber das Verhalten des
gesamten Systems zu machen. Im Prinzip kann man die Bewegungsgleichungen eines
N Teilchensystems hinschreiben. Diese zu l6sen ist jedoch schwierig bzw. unmoglich.
Solch eine Losung ware zudem auch nicht sehr interessant, da sie experimentell nicht im
Detail zugénglich ist. Experimentell ist man an makroskopischen Parametern interessiert,
wie Temperatur, Druck, Warmeleitfahigkeit, usw.

Eine der Hauptaufgaben der SM/ThD ist es, diese makroskopischen Parameter aus den
bekannten mikroskopischen Wechselwirkungen und Teilcheneigenschaften herzulei-
ten.

1.2 Systeme, Gleichgewicht

Man unterscheidet folgende idealisierte Systeme:

1. Isoliertes System, kann mit seiner Umwelt weder Energie noch Teilchen austau-
schen (Bsp.: zugedrehte Thermoskanne)

2. Geschlossenes System, kann mit seiner Umwelt Energie austauschen aber keine
Teilchen (Bsp.: heifSer Kaffee im zugedrehten Marmeladenglas)

3. Offenes System, tauscht mit seiner Umwelt Energie und Teilchen aus (Bsp.: heifier
Kaffee in offener Tasse)

Tatsdchlich stellen das isolierte und das geschlossene System Idealisierungen dar; jede
noch so gute Isolierkanne verliert Warme und auch Teilchen an die Umwelt!

Wenn sich alle makroskopischen Parameter eines abgeschlossenen Systems nicht mit
der Zeit andern, befindet sich das System im Gleichgewicht. Befindet sich ein System nicht



im Gleichgewicht, werden sich die Parameter so mit der Zeit dndern, bis sie schliefdlich
ihre Gleichgewichtswerte erreicht haben.

Bsp.: Lost man Zucker in heifflem Tee auf, so bildet sich am Anfang ein Bodensatz und
die Zuckerkonzentration im Tee ist inhomogen. Nach einer gewissen Zeit ist der Zucker
dann vollig aufgelost und homogen im Tee verteilt.

Zweifelsohne sind Gleichgewichtszustdnde einfacher zu beschreiben als Nichtgleich-
gewichtszustdnde und wir werden uns hauptsachlich auf erstere konzentrieren.

Auch Uberginge zwischen zwei Gleichgewichtszustinden kann man durch quasikon-
tinuierliche Aneinanderreihung von Gleichgewichtszustdnden beschreiben, wenn der
Ubergang langsam genug geschieht.

Bsp.: Komprimierung eines Gases in einem Zylinder mit beweglichem Kolben. Wenn
die Kolbenbewegung langsam genug ist, dann ist die Dichteverteilung im Zylinder zu
jedem Zeitpunkt homogen und der Druck entspricht dem Gleichgewichtsdruck.

1.3 Historie

Die Thermodynamik (Thermostatik wére ein besserer Name) beschreibt makroskopische
Systeme mit Hilfe einiger weniger phanomenologischer Regeln (Hauptsétze der ThD):
Diese Regeln wurden nicht hergeleitet, sondern sind Verallgemeinerungen bzw. Idea-
lisierungen von experimentellen Befunden. Eine grofie Anzahl von Vorhersagen sind
so moglich. Starke: Allgemeinheit. Schwéche: Spezielle, stoffspezifische Eigenschaften
nicht ableitbar (z.B. Warmekapazitit von Gasen, usw.).

Die statistische Mechanik geht von mikroskopischen Gesetzen aus und leitet aus ihnen,
mit statistischen Methoden, Vorhersagen ab. So konnen alle Gesetze der ThD, aber auch
zusétzlich viele weitere Relationen abgeleitet werden.

Historisch enstand die ThD vor der SM und auch bevor die atomare Struktur der Materie
verstanden war.

Wichtig war die Idee der Aquivalenz von Warme und Energie (Mayer 1842, Joule 1849).
Die ThD wurde formuliert von Clausius/Kelvin um 1850 und von Gibbs vollendet
(1878). Die SM wurde von Boltzmann und Gibbs zwischen 1860 und 1900 entwickelt.
Das Autkommen der Quantenmechanik hat viele Ergebnisse der SM modifiziert, aber
das Grundgeriist blieb giiltig.

In dieser Vorlesung werden wir nicht die historische Entwicklung rekapitulieren, son-
dern die ThD aus der SM herleiten.

Nebenbemerkung: Ein Mol einer Substanz enthalt N4 = 6.022 - 102 Molekiile (N, ist die
Avogadro-Konstante, 1 mol Gas hat bei Zimmertemperatur ungefdhr ein Volumen von
22.7 1 und wiegt 2 - 100 g, je nach Gasart. Ein Mol ist definiert als die Stoffmenge, die
genauso viele Atome enthilt wie 12g Kohlenstoff 12C.).

Es erscheint hoffnungslos kompliziert, so ein System zu berechnen. Tatsachlich werden



wir aber sehen, dass statistische Methoden gerade fiir grofie Systeme gute Beschreibun-
gen liefern, sodass grofSe Systeme in gewissem Sinn »einfach« werden (insofern man
sich nur fiir statistische GrofSen interessiert.).

1.4 Das Boyle-Mariotte’sche Gesetz

Um zu verstehen wie die statistische Mechanik funktioniert, berechnen wir ein Beispiel,
wozu wir nur die Newton’schen Gesetze und etwas Statistik benotigen.

*

-
+ * *

° N Teilchen .

Abbildung 1.1: Behélter mit N Teilchen, auf den von oben die Kraft F = M - ¢ wirkt.

Wir betrachten ein ideales Gas aus N nicht wechselwirkenden Massepunkten in einem
Behalter mit Volumen V. Der Behilter ist mit einem Deckel der Flache A verschlossen,
der beweglich ist, dicht ist, und auf den von aufien eine Kraft F wirkt. Im Gleichgewicht
wird der Druck P = £ von den Teilchen kompensiert:

m: Teilchenmasse, v: Teilchengeschwindigkeit
M: Deckelmasse, V: Deckelgeschwindigkeit

Bei jedem elastischen Stof3 eines Teilchens gegen den Deckel gilt Impuls- und Energie-
erhaltung (vor dem Stof ruhe der Deckel, die z-Achse zeige nach oben in Abbildung
1.1):

mv, = mv, + MV

1 1 5, 1
Emvg = Emvz2 + EMVZ
2muv,
= MV = T

M



v, ist die vertikale Geschwindigkeitskomponente nach dem Stof3, die lateralen Kompo-
nenten sind irrelevant.

Fiir einen sehr schweren Deckel, {; — 0, ergibt sich ein Impulstibertrag auf den Deckel
von MV = 2mu,.

Die vertikale Strecke, die ein Teilchen im Zeitintervall At zurticklegt, ist gegeben durch:
Az = At-v,. D.h. 50% der Teilchen mit Geschwindigkeit [v,| im Volumen A |v,| At treffen
auf den Deckel. Demnach ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Teilchen im Volumen
A |vy| At mit |v,| den Deckel trifft 1/2.

Also gilt fiir die Gesamttreffer auf den Deckel im Zeitintervall At: %%AUZAIL.

% ist die Dichte. Die Kraft auf den Deckel ist dann gegeben durch:

Fe (Gesamttreffer im Zeitintervall) x (Impulstibertrag pro Treffer)

Zeitintervall
= Impulsiibertrag pro Zeitintervall
N
= Amv?
Vol :

Somit ist der Druck, der von den Teilchen mit vertikaler Geschwindigkeit v, ausgetibt

: _EFE_N_.2
wird P = 2 = ¢ -mu;.

Tatsichlich weist ein Gas eine kontinuierliche Verteilung von Geschwindigkeiten auf,

und der Druck sollte von dem mittleren Geschwindigkeitsquadrat <v§> abhdngen (mehr

von statistischen Verteilungen spiter...).

o7 T {2\ = (2 = (2 2\ _ (2.2, 2
Aus Symmetriegriinden gilt <vx> = <vy> = <vz> und <v > = <vx +v, + vz>.
— P = %%m (772> und mit Ey;,, = %va

P= V1:’0 l 2 (Egin) = "‘”{,S—ZZ’” Boyle-Marriote’sche Gesetz (1.1)

Das letzte Gleichheitszeichen stellt einen experimentellen Befund dar!

Aus Experimenten (siehe Abb. 1.2) weifs man, dass PV fiir konstante Temperatur eine
Konstante ergibt und zwar unabhéngig von der Art des Gases, also der Teilchenmasse.
Dies gilt zumindest fiir nicht zu hohen Druck (siehe Abb. 1.2, fiir Helium und Luft ergibt
sich ein identischer Druck fiir die gleiche Stoffmenge N). Grund dafiir — spéter!

Auf der anderen Seite ist klar, dass (E;,) mit steigender Temperatur grofSer wird. Tat-
sdchlich lasst sich die Temperatur T fiir mono-atomare Gase definieren als

§ P Vvol

N (1.2)

3
(Eiin) = SksT =

wobei kg = 1.381 - 10723JK~! eine Konstante ist, die so gewadhlt ist, dass
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Abbildung 1.2: P in Abhédngigkeit von V fiir ein ideales Gas, Helium und Luft

fur T = 273.15K Wasser gefriert und
fur T = 373.15K Wasser siedet.

kg ist keine Naturkonstante, sondern eine Konstante, die so gewahlt ist, dass die ther-
modynamische Temperaturskala mit der Celsiusskala {ibereinstimmt!

— PV = NkgT Zustandsgleichung des idealen Gases (1.3)

Wie Abbildung 1.2 zeigt, ist die ideale Zustandsgleichung auch fiir reale (also wechsel-
wirkende) Gase bis zu Driicken von 10 bar sehr gut erfiillt!

Geschwindigkeit von Gasmolekiilen

Aus der Beziehung zwischen mittlerer kin. Energie und Temperatur ergibt sich die
mittlere Geschwindigkeit zu



) = 22T (1.4)

Fiir T = 273K erhilt man also:

Wasserstoff my, =2 1.661 - 107kg — +/(¢2) = 1800 ?

Sauerstoff mo, = 32 - 1.661 - 107kg — ~[(v2) = 460 ?

Molekiile sind also ziemlich schnell! Auflerdem zeigt (Ey;,,) = %kBT dass es einen ab-
soluten Nullpunkt der Temperatur gibt, bei dem sich die Molekiile nicht bewegen (auf
dem klassischen Niveau).
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2 Mathematische Statistik

2.1 Wahrscheinlichkeit

Wir demonstrieren die wesentlichen Eigenheiten einer statistischen Beschreibung mit
einem Experiment, das wir N-mal durchfiihren. Jedes Experiment liefert als Ergebnis eine
ganze Zahl m. Nach den N Durchldufen haben wir das Gesamtergebnis m; miti = 1...N.
Die absolute Hiufigkeit des Ereignisses m, n(m), gibt an, wie hdufig das Ereignis m vor-
gekommen ist.

Die relative Hiufigkeit des Ereignisses, h(m) = %, ist so normiert, dass

X h(m) = 1.

Im Limes sehr grofier Anzahl von Versuchen N — oo strebt die relative Haufigkeit gegen
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses

pu = lim hi(m) wobei gilt Zm:pm =1 2.1)

Additionssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Fiir einander ausschlieffende Ereignisse ist die Wahrscheinlichkeit, das eine oder das
andere Ereignis zu beobachten, die Summe der Teilwahrscheinlichkeiten:

P(my vV myVms...) = Py + Pmy + P + . (2.2)

Das Zeichen V bedeutet »oder«. Betrachte dazu folgendes Beispiel:

Die Wahrscheinlichtkeit, beim Wiirfeln eine 1 oder eine 2 zu wiirfeln, ist die Summe der
Teilwahrscheinlichkeiten, also

P1V2) =P1)+PQ2) ==+ = (2.3)

=
=

11



Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Die Wahrscheinlichkeit, zwei unabhédngige Ereignisse der Wahrscheinlichkeiten p,,,, und
Pm, gleichzeitig zu beobachten, ist

P(ml /\ mZ) = p?’l’I] . PH’IZ (24)

Betrachte hierzu folgendes Beispiel:

Die Wahrscheinlichkeit, mit 2 Wiirfeln jeweils die 1 zu wiirfeln, ist

== 2.5)

2.2 Mittelwert und Schwankung

Wir betrachten eine beliebige Systemgrofie, die im Zustand m den Wert x,, hat. Der
mittlere Wert (x) ergibt sich mit der normierten Wahrscheinlichkeit p;, als

) =Y Xupm (2.6)

m

Ein Mafs fiir die Streuung um den Mittelwert ist die Varianz V (oder mittlere quadratische
Schwankung):

V= <(x - (x))2> = <x2 — 2 (x) + (x)2> = <x2> — (x)? 2.7)

Die Schwankung Ax ist definiert als die Wurzel der Varianz

Ax = VV = [(x2) — (x)?. (2.8)

12



2.3 Binomialverteilung

Wir betrachten ein Teilchen, das pro Zeiteinheit mit der Wahrscheinlichkeit p einen
Schritt nach oben und mit der Wahrscheinlichkeit 1 — p einen Schritt nach unten macht.
Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass es nach 5 Schritten gerade einen Schritt netto nach
oben auf einem beliebigen Weg gemacht hat?

Die Antwort gibt die Binomialverteilung. Dazu betrachte 5 Schritte, 3 nach oben und
2 nach unten. Die Wahrscheinlichkeit einen Pfad zu gehen ist p°g?, wobei ¢ = 1 — p.
Allerdings gibt es 10 verschiedenen solche Pfade, die sich in der relativen Anordnung
der Schritte nach oben und nach unten unterscheiden. Diese Anzahl ergibt sich aus

5!

10=37

(2.9)
wobei die Fakultdtn! = 1-2-3-----n die Anzahl der Moglichkeiten angibt, n verschiedene
Objekte in einer Reihe anzuordnen.

Die Gesamtwahrscheinlichkeit, in beliebiger Reihenfolge 3 Schritte nach oben und 2
nach unten zu gehen, ist also

P =10p*(1 - p)* (2.10)

Im allgemeinen Fall ergibt sich die Anzahl von verschiedenen Pfaden mit festem Start
und Endpunkt wie folgt:

Betrachte N Schritte, davon m nach oben und N-m nach unten. Die Gesamtzahl von
verschiedenen Pfaden ist dann

N!

m!(N —m)!’ 211)

wobei der Zihler alle Permutationen (Vertauschungen) der Schritte aufsummiert, und
die beiden Nennerfakultdten jeweils die Permutationen der Schritte nach oben bzw. der
Schritte nach unten untereinander zdhlen (Diese Permutationen verdndern natiirlich
nicht die Pfade!).

Die Wahrscheinlichkeit, nach N Schritten gerade m Schritte nach oben gegangen zu
sein, ist also:

Pn(m) = W;ﬂm(l —p)N-m Binomialverteilung (2.12)

Anschauliche Bedeutung von Py(m): Dies ist die Wahrscheinlichkeit in N Versuchen
gerade m Ereignisse der Einzelwahrscheinlichkeit p zu beobachten.

13



Beispiele:
e Wahrscheinlichkeit, dass eine Familie mit N Kindern m Jungen hat, p

e Wahrscheinlichkeit, dass von N Personen gerade m am selben Tag Geburtstag
haben, p 3%5

Berechnung von Erwartungswerten

Mit den Definitionen der Erwartungswertberechnung und da P (m) normiertist, ), Pn(m) =
1, ergibt sich der mittlere Wert der Gesamtschritte nach oben zu

N
(m) = Z mPx(m) (2.13)
m=0

Im Prinzip ist die Rechnung nicht einfach, aber mit einem Trick (den wir noch héufig
benutzen werden) kann die Rechnung einfach gemacht werden. Dazu beachte man,
dass g=1-p und

N
ZPN(TH) Z '(N m),p g Z( )pqu m=p+qN=1. (2.14)

m=0

(;\1[) ist der Binomialkoeffizient. Dieser gibt die Anzahl der moglichen Verteilungen von
m Objekten auf N Pldtze an.

Weiterhin gilt

N N

i _ i N! m N—m
p&p n;)PN(m) - p&p Z 4 m!(N ~ YL
_ m - N!
Z i1
= Z mPy(m) = (m) (2.15)
m=0
und zudem

J _
P, N =pNp+9~ " =Np, (2.16)

14



wobei p + g = 1 benutzt wurde.

Es folgt also:
(m) = Np (2.17)
Analog dazu gilt
EER PR al
Z,Z -, 2 _ 2 _ 2
PapP ap n;)PN(m) Po n;)mPN(m) n;)m P(m) = (m?) (2.18)
- pipi(r) + )N =pN +p’N(N - 1) (2.19)
woraus
(m?) = pN + p2N(N - 1) (2.20)
folgt.

Insgesamt folgt also fiir die Schwankung Am und die relative Schwankung (Am—”i

Am = [(m?) = (m)* = \IN(p - p?) = \/Npq (2.21)
qg 1

Am

-/ - [1___ 2.22

(m) P VN @22)
und somit geht die relative Schwankung fiir N — oo gegen Null - dies ist das Gesetz der
grofien Zahlen.

Dazu ein Beispiel:

Ein Gaskasten mit N = 10>* Atomen sei in zwei gleichgrofle Bereiche aufgeteilt, d.h. die
Aufenthaltswahrscheinlichkeiten p fiir die eine Seite und q fiir die andere Seite sind
p = g = 1. Im Mittel halten sich demnach (m) = Np = § Atome im linken Bereich auf.
Die relative Schwankung um diesen Wert ist

A 1
. (2.23)

(my ~ N

und damit vernachldssigbar klein.

15



2.4 Normalverteilung
Sei nun N grofs und p endlich (also pN — o0). Dann konnen wir die Binomialverteilung

vereinfachen. Betrachte dazu den Logarithmus:

In Py(m) = ln( qu"”) = m-Inp+(N-m)-Ing+In N!'-In m!-In(N-m)! (2.24)

N!
(N —m)!’
Wir verwenden jetzt die Stirling-Formel

N N N
. . N
InN! = lnH] =) Inj~ f dxInx =xInx—x|; =NInN - N+ O(InN)
=1 =l 0
- InPy(m)=m-Inp+(N—-m)-Ing+ NInN —mInm — (N — m) In(N — m)

und entwickeln In Py (m) um das Extremum

w1 @2
In Py(m) = In P(m’) + > (i = m )2ﬁ InPy(m)|, _ .,

wobei m* definiert ist durch % In PN(m)|m:m* = 0. Bestimmen wir damit also m*

N-m

)=0

d _ (P
I In Py(m) = ln(q) + In(

o ln(g ~1)= ln(% ~1)

woraus

m* = Np = (m) (2.25)

folgt.

Wie zu erwarten war, gilt damit, dass im Limes N — oo der wahrscheinlichste Wert
m* (das Maximum der Wahrscheinlichkeitsverteilung) mit dem Erwartungswert (m)
ubereinstimmt!

16



Betrachten wir nun die zweite Ableitung von In Py (m):

d? 1 1
— InP = —-—
dm? N(m) m N-m
2
—>d—1nPN(m)| 1+ 1 1 __ 1

m=m«~ "Np Ng _ Npg  Am?

Setzen wir nun unsere gewonnenen Ergebnisse in die Taylorentwicklung ein, so erhalten
wir:

B 2
InP() = In Py(my) — 5 5

_ 2
— Pn(m) = Pn({m)) exp (_%%)

Jetzt konnen wir diese Normalverteilung normieren (als kontinuierliche Verteilung und
definiert von m = —oo bis m = o0):

_ 2
oo (-4552)
W(m) = — —
f_oo dm exp (—%—(mAin";)) )
_ 2
W(m) = \/2nlA—m2 exp (—% %) (2.26)

2.5 Poisson-Verteilung

Im Falle sehr unsymmetrischer Wahrscheinlichkeiten, p < 1, sodass pN endlich ist,
vereinfachen wir die Binomialverteilung in einer anderen Weise. Hierzu betrachte

(1=p)N™" = exp[(N = m) In(1 = p)] ~ exp[~(N — m)p]
~ exp(—=Np)

und
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N!

——— =exp[InN! = In(N —m)!] = exp[NInN — N — (N —m) In(N — m) + N — m]

(N —m)!
[ N
= exp Nln(N_ )+m1n(N—m)—m]
:exp»—Nln(l—%)+mln(l—%)+mlnN—m]
X exp >m1nN+O(I%)] ~ N"
— N' me1 _ N—m~Mm—Np
= Py = SN P AP R e

Mit A = Np erhalten wir:

W(m) = 4:e4
Es zeigt sich, dass dies bereits normiert ist:
N 00 Am
Z W(m) ~ —et=elet =1
m!
m=0 m=0

Betrachte als Test den Erwartungswert der Poisson-Gleichung;:

d v AM P
_ A _ A A
=e"A=— E o =e /\_8)\6 =A

Wie erwartet wird der Erwartungswert nicht verdandert!

2.6 Zentraler Grenzwertsatz (charakteristische Funktion;
kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsdichten)

(2.27)

Wir betrachten nun eine kontinuierliche Zufallsvariable x, deren Verhalten durch eine
Wahrscheinlichkeitsdichte P(x) kontrolliert wird (vgl. Normalverteilung Kapitel 2.4).

18



Die Dichte ist normiert gemafs

[o¢]

f dxP(x) =1

—00

und die Erwartungswerte einer beliebigen Funktion f(x) sind

< f>= ff(x)P(x) dx.
Der Fall einer diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung P,, ergibt sich zu
P() = ) Pudl(x = xn)
m

und damit erhilt man fiir den Erwartungswert in diesemn Fall:

< f>= ff(x)ZPmé(x—xm)dx = Zf(xm)Pm-

Das n-te Moment einer Wahrscheinlichkeit P(x) ist definiert als
<x">= fx”P(x) dx.

Der Mittelwert ist definiert als

0]

<x>= fo(x) dx

—00

und die Varianz (auch Schwankungsquadrat genannt) ist

A2 =< (x— <x>)* >,

wobei gilt
00 00 2
A?(:f x—fdx’P(x’)x’J - P(x) dx
_o:o - ) 0 2
= f x2—2x[ f dx’P(x’)x’]+[ f dx’P(x’)x’] P(x)dx

= f x?P(x) dx — [f de(x)x]2

—00 (ee]

=<x2>-—<x>2,
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Die Wahrscheinlichkeit P(x) selbst kann geschrieben werden als

P(x') =< o(x —x") >= fé(x —x")P(x)dx = P(x). (2.35)

—00

2.6.1 Charakteristische Funktion

Fiir die bequeme Berechnung von Momenten fiihrt man die charakteristische Funktion
G(k) ein

G(k) =< e >= f e P(x) dx, (2.36)

die nichts anderes als die Fouriertransformierte von P(x) ist. Die Riicktransformation
ergibt sich zu

[o0] [o0] [oe]

P(x):f%e—ikxc(k):f%fdxl_eik(x'_x)lj(x/)

—00
[ee]

= f dx'6(x — x")P(x") = P(x),

—00

wobei wir eine Definition der 6-Funktion benutzt haben:

[o0]

S(x—x') = f %eik("‘x').

Aus den Ableitungen der charakteristischen Funktion

f (ixe* P(x) dx =< (ix)"e™ > (2.37)

—00

d"G(k)
k-

konnen bequem alle hoheren Momente berechnet werden:

2.37
d”G(k) —

k=0 dk" k=0

d"G(k)

n.o_ (_n\h
<x" >=(-i) T

"< x> (2.38)

Umgekehrt kann die charakteristische Funktion als Taylorentwicklung geschrieben wer-
den

o k" d"G(k)
GO =) g

n=0 n=0

2.38
—— = (k)
= Z <x"> (2.39)

n!
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Fiir viele Beispiele hat sich gezeigt, dass der Logarithmus von G(k) eine Wahrschein-

lichkeitsverteilung sehr viel besser chakterisiert; dies definiert die Kumulanten

. A" InG(k
<X >.= (—i) —dk"( )|k:0

und [nG(k) kann wieder in einer Taylorentwicklung geschrieben werden als

d"InG(k) @i

dk" k=0

=i"<¥'> = Gl =)
n=0

Der Zusammenhang zwischen Kumulanten und Momenten ist:

<x>.=<Xx>

2

<x?>=<a?> - <x>2= A¥?
<P >=<® > B<x><xa®>42<x>3
<xt>i=<at>3<a?>?d<x><®>+12<x > < ¥

Beispiel:
Normalverteilung
P(3) o~ (=x0)2/(2A3)
X) = ——
Ay V21
Iy 1 [ ety
Gk) = f e P(x) dx = f e % dx
. Ay \/271_oo
Quadratische Erginzung:
— xn)2 2 x2
dor = X _ e X 0 Ko
2A2 202 A2 2A2
2 x2
(i) - ok
2A% A% 2A%
2 2 2
1 X
IR EYEE B
2A2 A2 2A2 2 A2
52 272
__zxAZHkxO_xT’ mit x=%+

21

kl’l
) <x">..
I
n!

<xt>-6<x>

4

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)
(2.44)
(2.45)



und somit ist

= Gk = el (2.46)

wobei wir

benutzt haben.
Die Ableitungen der charakteristischen Funktion ergeben sich zu

G'(k) = (ixo — A2k)G(k)  und  G”(k) = —A2G(k) + (ixg — A2k)*G(k), (2.47)
woraus sich direkt
Gk=0)=1, G'(k=0)=ixy und G"’(k=0)=-A}-x] (2.48)
ergeben. Mit diesen lédsst sich dann die Kumulante 2. Ordnung von x berechnen:
<x>=-iG'(0)=xp;  <x*>=-G"(0)=A}+x;

=  <xX¥®>=<x*>-<x>=A (2.49)

2.6.2 Multidimensionale Wahrscheinlichkeitsverteilung

Eine gemeinsame Verteilung von mehreren Zufallsvariablen xq,x», ..., x, wird durch
die mehrdimensionale Wahrscheinlichkeit P(xy, ..., x;) bestimmt. Die Normierung ist

gegeben durch
fdx1~~~fdxnp(x1,...,xn)=1. (2.50)

Um die Wahrscheinlichkeitsdichte einer Variablen zu erhalten mufl iiber alle anderen
Variablen integriert werden:

P(xp) = f dxy - f dx,P(x1, ..., Xy) (2.51)
Die Momente sind im Allgemeinen gegeben durch
<xyteeexm >, (2.52)
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jedoch am wichtigsten ist die Kovarianz
<xXjxp > — <X >< x>, (2.53)
die ein Maf fiir die Korrelation zweier Zuallsvariablen ist. In dem Fall, in dem die

Wahrscheinlichkeitsdichte P(x;, xx) = P(x;)P(x) faktorisiert ist, sind die Zufallsvariablen
unabhingig und die Kovarianz verschwindet:

< xjxp > = f dx; dxix i P(x ) P(xy) (2.54)
= f dx]-x]-P(xj)f dxkka(xk) (255)
=<xj >< x> (2.56)

2.6.3 Faltung von unabhingigen Wahrscheinlichkeiten

Betrachte die Grofie y = 2?1:1 xj, die durch die Wahrscheinlichkeitsdichte

P(y) = f dx.. f dme(xl)...P(xm)(S[y—ij] (2.57)

=1

beschrieben wird. Wir berechnen die charakteristische Funktion:

6t = [ aveer)
:fdxl...dme(xl)...P(xm)fdyeikyé[y—ij}
=1

= f dxi... dme(x1) . P(xm)e”k'z;ﬂ:l Xj
Faltungssatz

= f dx1P(xp et f dxo P(xy)e 2

- [ f dxp(x)e”er

= [s®]"
Analog zu 2.37 ergeben sich hier die Momente zu

d"G(k
< y" >=(-i) 751) o (2.58)

23



Betrachten wir nun die reskalierte Grofle y = y/m, die eine sinnvolle Extrapolation in

den Limes m — oo erlaubt:

k=km

< >= (=) fnif,f) 0 ?(—i)"—dncz(gl ") -
Auch hier bilden wir wieder den Logarithmus:
In G(k) = m1n g(k)
I L
n=1 . -

3

= InG(k/m) = ik < x > = < >C—#<x Set ...

aber auch
-2 =3

InGE/m) = F <5 >~ <>~ <7 >
Daraus folgt durch Koeffizientenvergleich:
<Y>=<y>=<x>=<x>

und

Alle hoheren Kumulanten verschwinden noch schneller, wenn m — oo!

2.6.4 Zentraler Grenzwertsatz

Schwankungen um den wahrscheinlichsten Wert verschwinden wie m

-1/2

4

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

, unabhéngig

von der Art des Einzelereignisses! Die Verteilung strebt gegen die Normalverteilung.
Die einzige Bedingung ist, dass die Schwankungen des Einzelereignisses endlich sein

miissen

<x?>. <
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3 Statistische Mechanik

Exkurs: Schnelldurchlauf Mechanik
Wir beginnen mit dem 2. Newton’sche Axiom in 1 Dimension

mi — F(x,t) =0, (3.1)
wobei speziell die konservative Kraft tiber ein Potential definiert ist:

oV(x,t)
ox

Wenn man die Definition p := mx einsetzt erhilt man

F(x,t) = —

A4
p+£20,
da gilt
P=a"™ = Giox\ 2 )~ dtox

Hier wurde die kinetische Energie T := mez eingefiihrt, mit der sich Gleichung 3.1 in

dJdT oV

tiberfiihren lasst. Als ndchstes werden die Lagrangefunktion

abh.von x  abh. von x

L(x,x):= T(x) — V(x) (3.3)
und die Euler-Lagrange-Gleichung

d JdL(x,x) JL(x,x) _

dt  oJx ox 0 34)

eingefiihrt. Der Vorteil dieser Definitionen wird weiter unten klar. Eine Aktion oder
Wirkung ist definiert durch

t1
S:= fto dtL(x). (3.5)
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Die Ableitung der Wirkung

6S (™ . [JL(x,%) ~  OJL(x,%) d ~
;(,..) = L dt[ ox ot —t) + 0% Eé(t —t)
to<t<t ,
—— (T JL d JdL
_toﬂy—atho
_OdL d dL
ox(t)  dt ox(h)

=0

charkterisiert das Hamilton-Prinzip, bzw. die Losung der Euler-Lagrange-Gleichungen
minimiert das Wirkungsintegral. Die Funktionalableitung ist grundsétzlich definiert
als

wu@y_shm+wa¥ﬂ—sum]

5x('5 ’ € e—0
Beispiel:

ox(t) ~

— = (t —

Ox(t) ¢-9)

%(detx”(t):nx”‘l(?)
) 0 N d .. = __°° S
sl BRI | dt[ Lo t)]f(t)— | w50 =1

Die Hamilton-Funktion J#(x, p, t) entsteht durch Legendre-Transformation, indem man
die Abhdngigkeit der Langrange-Funktion L(x, X) durch x und p ersetzt

JO(x,p,t) = xp — L(x, %, 1), (3.6)

deren Differential oL oL JL
a dx — a dx — g dt

ist, wobei der Term pdx durch die Legendretransformation % = % = p zum

A =xdp +pdx —

verschwinden gebracht wird. Weiterhin gilt % = p. Damit konnen wir schreiben

JL

A’ =xdp —pdx — o

dt, 3.7)

26



woraus sich die Hamilton-Gleichungen ergeben:

IH _ o _ oA _ _JL
= oy TN e o T o (3-8)

Damit konnen wir die totale Zeitableitung der Hamilton-Funktion schreiben als

dzt(x,p,t) 3 8,%”3“_ 0 . N o0
it ox o op P T o

(3.9)

Man erkennt, dass sich die ersten beiden Terme auf der rechten Seite in Gleichung 3.9
gegenseitig auftheben und ‘%’ﬂ = 0 gilt, wenn &ij = 0. Wenn demnach f nicht explizit in
 (bzw. in L) auftritt, ist 77 eine Konstante der Bewegung. An dieser Stelle stellt sich

die Frage welcher physikalische Sinn hinter der Grofle 7 steht? Es gilt
H =px—-L=2T—-(T-V)=T+V. (3.10)

Damit ist 77 die totale Energie des Systems und die erhaltende Konstante deklariert die
Energieerhaltung!

Um das Zeitverhalten einer Funktion von x und p zu ermitteln sind Poissonklammern
eine praktische Hilfe:

JAJB JAJB
dx dp  dp Ix
Mit dieser Definition ldsst sich die Zeitableitung einer beliebigen Funktion A(x,p,t)
darstellen als

{A, B} := (3.11)

dA JA JA. O0A.

F R AT
_0A  QAOA  OAIN
=Ty 9 ox

JA

:§+{A’%}.

Fiir A = 57 sieht man deutlich, dass ‘%f = ‘%’0 gilt.

oxdp Jdxdp _

{x,p} = aa—p - %a = (3.12)

ist die Signatur von konjugierten Variablen.

Ein Gas mit N Atomen wird spezifiziert durch die 3N Ortskoordinaten gy, ..., gan und die
3N Impulskoordinaten pj, ..., p3n. Der 6N-dimensionale Raum heifit der I'- Raum oder
Phasenraum. Ein Punkt im I'- Raum spezifiziert das gesamte System und viele Punkte
in diesem Raum entsprechen einem makroskopischen Zustand. Wenn man von einem
makroskopischen Zustand spricht, meint man eine unendliche Anzahl von Punkten im
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I'- Raum. Diese Anzahl nennt man ein Ensemble, dass durch eine Verteilung p({7:}, {pi})
beschrieben wird! Ein Punkt I'- Raum bewegt sich geméafs der Hamiltongleichungen

. oA .

pl - aql (Z - 1/ eeey 3N) (313)
.o .

gi = o (i=1,...,3N). (3.14)

Wir nehmen an, dass .7 ({g}, {p}) nicht von p oder 4 und t abhdngt. Somit miissen ¢; und
p; fiir alle Zeit eindeutig bestimmt werden! Entweder sind dies geschlossene oder sich
nie kreuzende Kurven. Aufierdem gilt hier wieder die Energieerhaltung:

it ok _

o= =0 (3.15)

3.1 Liouville-Theorem

Da die Gesamtanzahl von Punkten im I'-Raum konstant ist, muf8 die Anderung der
Gesamtzahl von Punkten in einem Volumen () gleich dem Flufs iiber die Begrenzung
des Volumens S sein:

d > o
oT dw p(g,p,t) = j;dSn -v-p(q,p,t), (3.16)

wobei 7 = (P1, - P3N, ql...,qu) die 6N-dimensionale Geschwindigkeit und ii der Nor-
malenvektor bzgl. S ist. Aus dem Gausschen Theorem in 6N Dimensionen folgt

ap - 5
f dw|—=-|+V-(vp) =0, (3.17)
Q ot
wobeiV = (aipl, .y ap%, 3‘;1 o o )T Da das Volumen Q) beliebig ist, muss der Integrand
verschwinden!
3N
- —— l .i 318
Z[(p qyﬂ (3.18)
3N 3N
_ dp . dp ¥i , i
) [p e W R 619)

Mit den Bewegungsgleichungen erhalten wir:

Wi i PH  PH
(9]?1‘ (96],‘ B 8pi8qi 8;71'(96],‘ B

(3.20)

= —% = g (g—;ﬁi + 3—;%) Liouville-Gleichung (3.21)
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Mit anderen Worten gesagt: % =0, da

dp(q,p, 1) 8p Z 9p 9pi , 9p 94i) _
dt dp; ot 8qi ot

Wenn wir also einem I'-Punkt folgen, bleibt die Dichte in der Nachbarschaft konstant!
Eine Verteilung im I''Raum bewegt sich also wie eine inkompressible Fliissigkeit (im
Allgemeinen ist die Dichte nicht notwendigerweise homogen). Fiir ein 1sohertes System

wo ¢ nicht explizit von der Zeit abhangt gilt 77 ({p;}, {:}) = E = konst., da & dt = agf .

(3.22)

Formale Losung der Liouville-Gleichung:

L%y (900 3 623
ot dp; dq;  9q; Ip; :
={p, ) = -{A, p} (3.24)
—p(q,p.t) =iZpQ,p,t), (3.25)
wobei i.Z... = — {7, ...}. Die formale Losung der Liouville-Gleichung ist
p(q,p. ) = e p(q,p,0) (3.26)

und e~“* ist nur durch die Reihenentwicklung definiert!

Ergodizitdts-Theorem:
Ein System (Punkt) im I''Raum wird mit der Zeit jede erreichbare Position besuchen
(mit konstanter Energie) = Dichte ist konstant fiir Bereiche konstanter Energie!

3.2 Postulat der gleichen a-priori Wahrscheinlichkeit
(Mikrokanonisches Ensemble)

Im Gleichgewicht, oder wenn man lange genug wartet, ist die Wahrscheinlichkeit im
mikrokanonischen Ensemble fiir einen bestimmten Zustand (Punkt im I'-Raum) gleich
(z.B. Wiirfel)! Es folgt also:

konst., furE < (p,q) <E+ A
p(p,q) = {0 ) (3.27)
—_—— sonst
3N-dim.

Wenn wir annehmen, dass die Dichte nur von J#(gq,p) und damit indirekt von p,q
abhingt (p = p(#(p, q))), erhalten wir aus der Liouville-Gleichung

ap A dp . Ip | A dp o4  Ip dH
‘E—g(a—ﬁ’ﬁa—qﬂf)—;(a—qia—ww 629
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Mit 22 ()q = p'a]f und 2 3}7 = p'%i = at = 0. Die Verteilung ist konstant im Teilbereich E <
J <E+A und auch unveranderhch' Der Erwartungswert eines beliebigen Operators

A ist
[ @NpdBNgAp, 9)p(p, 9)
[ #NpdNgp(p, q)

Diese Gleichungen beschreiben ein isoliertes System = mikrokanonisches Ensemble
exakt (E = konst.,,N = konst.). Tatsdchlich gibt es isolierte Systeme nicht (oder wenn,
wissen wir nicht von ihnen!!!). Insbesondere taucht die Temperatur i.M. nicht auf, d.h.
es fehlt noch eine wichtige Verbindung zur Thermodynamik!

<A>= (3.29)

3.3 Begriff der Entropie und Temperatur
Prinzip der maximalen Entropie (2. H.S.)

I'(E) sei Volumen im I' - Raum im mikrokanonischen Ensemble,

['(E) = f PNp @®Ngp(p,q); T(E,N,V,A). (3.30)
E<€(p,q)<E+A
Das Volumen aller Zustdnde mit Energie kleiner E ist
N T (331)
H(p.g)<E

AlsoistT(E) = Z(E+A)—Z(E). Fiir A < E folgt, dass T(E) = w(E)A ist, wobei w(E) = &)
die Zustandsdichte ist.

Definition:

S(E,V)=kgInT(E,V) Entropie (3.32)

Zu dieser neuen Grofie gibt es zwei Eigenschaften zu bemerken:

Hierbei wurde p’ = p'(J#) = d‘;(ﬂ gesetzt
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a) Die Entropie ist extensiv:

D.h. seien S; und S; die Entropien zweier Systeme. Dann ist die Entropie des Gesamt-
systems S1 + S».

Beweis:

Teile ein System in zwei Teile mit N1, N, und Vi, V, und vernachldssige die Wechselwir-
kung zwischen diesen beiden Systemen. D.h. wir nehmen an, dass 7 (p, 9) =74 (p1, q1) +
76(p2, q2) ist. Dann gilt fiir die Entropien

S1(E1, V1) =kgInTy(E1, V1), E1 < 74 <E1 + A, (3.33)
S2(Ez, Vo) = kpInTa(Ep, Vo), Ex < 966 <Ex + A (3.34)

und das Volumen des Gesamtsystems im I' - Raum fiir festgehaltene Energiewerte E;
und E; istI'1(E1)-T'2(E2) (Wir vernachldssigen Partikelaustausch zwischen den Systemen
1und 2.) und es gilt Ey + E; < 2 < E1 + E» + 2A.
Tatsdchlich gibt es jedoch Energieaustausch zwischen den Systemen 1 und 2 und nur
E = Eq + E; ist erhalten. I'(E) ergibt sich damit zu

E/A

T(E) = ) T1(E - iA)a(id) , (3.35)
i=0
woraus die Gesamtentropie
E/A
S=kgInT = kgIn [Z Ty(E - z'A)l“z(iA)] (3.36)
i=0

folgt.
Um nun eine Abschétzung fiir S zu erhalten, greifen wir uns den grofiten Term aus der
Summe heraus. Dieser sei I'1(E1)T'2(E2) mit E; + E; = E. Dann gilt

MENTAE) <T(E) < (5 + DNERE) | 6.37)

Alle Terme der Summe gleich

woraus als Abschitzung fiir S

kg In [rl(El)FQ(Ez)] <S5<kgln [rl(El)rz(Ez)] + kp ln(g +1) (3.38)
~———

O(nN)
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folgt.
Da kg ln(% + 1) gegeniiber kg In [I'1 (E1)['2(E;)] vernachléssigbar ist, folgt aus der obigen
Abschidtzung fiir S:

S(E, V) = S1(E1, V1) + S2(Ez, V2) + O(n N) (3.39)

Also ist die Entropie extensiv mit Korrekturen O(In N)!

q-e.d.

b) S ist maximal im isolierten System

Dies folgt daraus, dass die Verteilung in E; und E; das I - Raum - Volumen maximiert.
Damit maximiert sie auch S(E). Somit ist S maximal im isolierten System (< 2. H.S.).

Mathematisch gesehen, ist das I' - Raum - Volumen genau dann maximal fiir E{und E,,
wenn gilt:

Ly (E(E - EVlg _p, =0=T{(EOT2(E~ E1) ~Ti(EDTS(E~En)|, _p (3.40)

aEl E1
I (E I"(E-E
g 1)| =E:i u| -t (3.41)
T1(E1)'Ei=Er — To(E — Eq) 'Ei=Ea
d51(Ey) _ 9S(E») 1
” JE, 'Ei=Ex  JE, IEz:E—E1:E2 =T (3.42)

Wir definieren also die Temperatur tiber das Gleichgewicht der Teile eines isolierten
Systems (= mikrokanonisches Ensemble) miteinander:

Im Gleichgewicht sind die Temperaturen zweier Systeme im Warmekontakt gleich. Sind
die Temperaturen ungleich, dann wird Energie ausgetauscht, sodass T; = T5.

3.4 Wahrscheinlichste Verteilung

Wir betrachten ein Gas aus N Atomen in einem Kasten mit Volumen V und perfekt
reflektierenden Wanden.
— E < 7 < E + A konstant!

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung jedes einzelnen Atomes ist f(7, ), wobei

f Ppd®qi(p,§) =1, §: Einzel-Teilchen-Verteilungsfunktion (3.43)
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Der Raum der von d®p d®q aufgespannt wird, heif3t i - Raum. f folgt aus p({g}, {p}) durch
Projektion:

(7,9 = f NG5 (i), (NS - DF - B (3.44)

Hier kann aufgrund der Symmetrie ein beliebiges Paar (i]‘i , ;;91.) gewahlt werden.

Der mikroskopische Zustand bzw. p({g}, {p}) sind im I' - Raum nicht eindeutig durch
f(7, ) im u - Raum bestimmmt (z.B. Partikel-Permutationen und Korrelationen 23,

Nun wollen wir die Verteilung f(¢, §) bestimmen. Dazu teilen wir den p - Raum auf in K
Bereiche mit Volumen w = d®p d°q. Im j-ten Bereich seien 1; Atome, so dass Z;il nj=N
und Zﬁil en; =E.

2
Fiir ein ideales (nicht-wechselwirkendes) Gas gilt €; = ;—1;1.
Ein beliebiges Set von Zahlen {n} definiert eine Verteilung. Die Gleichgewichtsvertei-
lung ergibt sich als ein Mittelwert (f o % im Limes K — oo) iiber alle Verteilungen {ng}
die N und E erhalten. Das ist schwierig!
Daher schauen wir uns die wahrscheinlichste Verteilung an. Die Wahrscheinlichkeit

einer Verteilung ist proportional zur Anzahl ihrer Realisierungen.

Die Anzahl der Moglichkeiten, insgesamt N unterscheidbare Teilchen auf K Biichsen
mit der Verteilung {ng} zu verteilen, ist gegeben durch:

N!

ol ng! (3.45)

Nun summieren wir noch tiber alle Verteilungen {nx} und fithren zwei Definitionen
ein:

Nt y——v Q) —— T
ZW‘K = Z = (3.46)

{nx} {nx}
Q) ist das Volumen der Verteilung {nx} im I' - Raum. Der Ausdruck fiir I' vernachldssigt
die Einschrankung auf konstante Energie und ist strikt also nur fiir ideale Systeme
gliltig.

Auflerdem sei noch erwihnt, dass wenn Q die wahrscheinlichste Verteilung ist, die
Entropie dann gegeben ist durch

ZPartikelpermutation bewegt den Punkt im I - Raum.
3Im Allgemeinen faktorisiert p nicht, also p({g}, {p}) # (71, §1)(P2, 2) - .. wegen Korrelationseffekten
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S=kyInT =ksInQ + O(nN). (3.47)

Betrachten wir also so eine (nicht-normierte) Verteilung

Qnd) _ _ N' (3.48)
N nilno!. .ng! i/_K,

Trick; werden spater =1 gesetzt

und berechnen damit In %:
K K
Q({nk}
In (CUNK) =InN!= ) Innjt+ ) niny (3.49)
j=1 j=1
= NInN-) njlnn+ Y njink (3.50)
— 7 7

J .
Innjl=n;Inn;—n;

Die wahrscheinlichste Verteilung entspricht dem Maximum von Q bzgl. {nk}. Daher
variieren wir nun Q bzgl. n; und fithren dabei zwei Lagrange-Multiplikatoren @ und
ein, um sicherzustellen, dass die Gesamtteilchenzahl N und die Gesamtenergie E bei
der Variation erhalten bleiben:

3.50

lngi{;fk})_[azanrﬁZj:ejnjH:O = —Inm-1+Inh-a-pe (3.51)

j

9
8nl

Diese Gleichung hat die Losung;:

iy =hexp(—a—pe—1) (3.52)

Die Lagrange-Multiplikatoren a und g konnen nun so bestimmt werden, dass N und E
konstant sind!

Dass die gefundene Verteilung {7k} tatsdchlich die wahrscheinlichste Verteilung (und
nicht die unwahrscheinlichste) ist, erhalten wir aus der zweiten Ableitung,

Q Ot
In gZK}) _[aan+5;ejnj]] = —nLl, (3.53)

i

aZ
on;on,,
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die negativ ist.

Setzenunh; = 1,dann erhalten wir fiir die Gesamtteilchenzahl N und die Gesamtenergie
E:

K K

N = Z n; = Z e 1-Pej (3.54)
j=1 j=1
K K

E= Z einj = Z e]e_“_l_ﬁef (3.55)
j=1 j=1

Damit konnen wir die Energie pro Partikel E/N berechnen,

K —a-1-Be;
E_ j=1€je a 136122]161 ﬁejz_ilnze—ﬁe/: ﬁ (3.56)
N Zl:l ema-1-pe Zl:le Per %P j 21 |

und wir konnen die normierte Verteilung betrachten:

T_l]‘ e Pej 3
—_= — :———ln ﬁel 3.57
N Z{il ePe B de; IZ‘ ( )

Dies zeigt, dass die Zustandssumme Z = Zle L e7Fél eine wichtige Grofe ist, denn die
obigen Beziehungen sind sehr fundamental! Im Prinzip miisste f bestimmt werden, was
natiirlich von der spezifischen Energiestruktur €; abhingt. Tatséchlich ist § proportional
zZu kBLT und damit eine wichtige physikalische Grofe!

Die Frage ist nun, inwiefern die gefundene wahrscheinlichste Verteilung 7; eine gu-

te Beschreibung der Verteilung <nj> ist. Betrachten wir also den Erwartungswert im
mikrokanonischen Ensemble (alle {11;} Verteilungen erhalten E und N!):

Liny 1)) 5

(n) = o) Ol j (3.58)

Aus der Definition von Q) folgt <n ]-> = hiaihj In}, ;) Q| 51+ Damit kénnen wir dann <n?>

berechnen:
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) )
Xy m5Q0) Ry hyg By Q)

n2) = = 3.59
d 1 Jd J 1 0
=538 | T 6y 202 ‘hf(a_hf m]hw_fuzmﬂ 0
] {nj} U ”]}
2
J 0 1 d
=hj=—|hi=—In| Y Qu)||+|e—=—hi= ) Q1)) (3.61)
]8h] ]8h] {HZ]} ] Z{nj} Q(Tl]) ]8h] {nzj} ] ]
2
J 0 d
:hja—hjhja—hjln Y Q|+ hfa_hjln Y am) (3.62)
0 2
-y )+ () o
2 2_, 9 4
- <n].> - (n]-> = h]<9_hj <n]> (3.64)

Nun erinnern wir uns, dass 1; = hjexp(—a — fe; — 1) und nehmen an, dass 71; ~ <n ]->
(Der Beweis davon ist nicht so einfach.). Damit erhalten wir:

) () = () 66

Oder in reduzierten Einheiten:

-y - o

h .
N N N Schwankungen (3.66)

Fiir ein reales Gas mit N ~ 10% ist die wahre Verteilungsfunktion also extrem eng um

die wahrscheinlichste Verteilung konzentriert!

Betrachte dazu folgendes Beispiel: Sei <%> = % (Gasbehailter mit zwei Halften). Dann

sind fiir N = 10% die Abweichungen von der Ordnung 10! !
Beispiel: Boltzmannverteilung fiir ideale Gase

Ein-Teilchen-Verteilung;:

2

f(p,q) e e (unabhéngig von q!) (3.67)
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m: hasse

Abbildung 3.1: Gas in einer Box. Die Pfeile deuten die Geschwindigkeit an

Fiir den Erwartungswert des Impulsquadrates ergibt sich

3 3,2 —ﬁ;“—mz
[ @q [ PppPe
fd3qd3pe‘ﬁzlj

2
= —Zmdi;ln(f d3pe_ﬁ2Lm)

d 2
B _2md;dﬁ In (47T f —ppze_ 2m )

Dieses Integral kann folgendermafien gelost werden

r*) =

und damit ist

Daraus lédsst sich direkt die kinetische Energie ermitteln zu

Ein _ P _ 3
N = 2m ~ 28

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)

(3.72)

Die wahrscheinlichste Geschwindigkeit ist das Maximum in der Boltzmannverteilung

2
pze‘% (vgl. Abb. 3.2), welches sich zu

d i 2m
e 2m = O = %mx = —
dp? —p p 8
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ermitteln ldasst und daraus letztendlich das Verhiltnis aus Mittelwert und wahrschein-
lichstem Geschwindigkeitswert:

2
@ = 3 (3.74)
pmax 2
!
P 1 (0)
i Mlittehwert
‘ Tep®’
|
Lo |
. P —
Abbildung 3.2: Boltzmann-/Maxwellverteilung
3.4.1 Entropie der Boltzmann-/Maxwellverteilung
e Makrozustdnde fiir Verteilung {n}:
N!
= 7
Q) = = (375)
e Entropie:
S(E,V)=kpln Z Q) | = kg In(Q{ng})) +O(InN) (3.76)
g} —
N . wahrsch. Verteilung
aller Verteilungen
~ —kp Zi:ﬁi In(7;) (3.77)
* : hier vernachldssige den N! - Faktor (3.78)
mit
ni ~ N-f(p,q) (3.79)
N——
W
f:Ce 2m
d3qd3p
= S~ —kp e N - fIn(Nf) (3.80)

wobei h das Planck’sche Wirkungsquantum beschreibt.
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e Normierung:

deS 2 31113
f L) = ch dprmpe s = 2= P =

h3 ﬁ3
=C= wp o2 A
B V 2nmm| V'’
g 1/2
mit der thermischen Wellenldnge A = (m) .

Das Integral in 3.80 ldsst sich wie folgt bestimmen (f ist nicht von q abhadngig!):

2
S=- kZ;/fd?’pNCe 2 ln(NCe Zm)

2
= d*p [ CIn(NC)e™ 37 — C—e zm]

h3
B -2

= —kgNIn(NC) 14 f d*pNC——
—_—— 2m

Normierung

Dieses Integral ist wiederum ein Standardintegral, welches sich leicht zu

00 2 2 00 3 3
2@_%__i c 2mm 2mm
Lodpp AT _wdppez o \/ \/

bestimmen ldsst. Somit folgt fiir die Entropie:

kgVNC 3 (2mtm 3
§ = ~ksN In(NC) + = E( ; ) = ~ksN In(NC) + ks VNC5=
NA3 3
= kgN 11’1(7) + kBEN

:_kBNln(Z‘\/]) k> N[l (2:1) 1]

Ny 3 E
- —kBNln(V) + EkBNln(N) + konst.

Z|ery
Ble

Abschliefiend ldsst sich aus der Entropie die absolute Temperatur Definieren:

95 _S8N, 1 _ 1
OE 2E 87T E_kBT

39

(3.81)

(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)

(3.88)

(3.89)

(3.90)



3.4.2 Energiefluktuationen im Energieraum

Wir definieren:

e Zustandssumme fiir N ideale Partikel:

Z = Z e P
i

o freie Energie (Helmholtz):

F = —kgTIn(Z)
e Entropie (Boltzmann):
F
S= 57 = kg In(Q)
e innere Energie:
u=<(st)

Die innere Energie ldsst sich auch schreiben als

) 1 9T OF

= F=U-TS
N——
3.93

Fiir eine gegebene Zustandsumme

ZT,V)=) e
i

SouT T Tour T Y TouTar T

J9F
oT

fiigen wir eine 1 ein und erhalten mit der Zustandsdichte w(E) = } ; 8(E — %)

Z(T,V) = Z f dE 8(E — H)e P = f dE Z S(E — e P

= f dE w(E)e PE

Mit der Entropie

S(E) = kg In (T(E)) = kg In (w(E)A) ~ kg In (w(E))

lasst sich die Zustandsumme weiter umschreiben zu

Z(T) = f dE ¢~ PE-TS(E)) — f AE ¢~ PF(E).
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Der Integrand hat ein Maximum fiir E = E:

JF dJS
Q_EE:E_O_l_TﬁE:E
dS(E) B l
JE le=E T’
d.h. die Definition der Temperatur (Gleichung 3.90) gilt nur an der wahrscheilichsten
Energie E = E.
Mit Hilfe der zweiten Ableitung der freien Energie
82_F| SR 82_5' _ _UT
OE2le=E ~ JE OE |le=E = OF2le=E OE lE=E
_ AT 1ot
OT OEe=E T JEIle=E
_1
- TC
kann man F in einer Taylorreihe entwickeln:
= 1 =2 -3
= F(E) = F(E) + 2TC(E E)"+O(E") (3.102)
Fiir die Zustandssumme folgt
_ 00 _ (E-E?
= Z(T) = ¢ P f dEe %57%C (3.103)

~ e PFE) \o ks T2C (3.104)

und der Logarithmus daraus ergibt

In (Z(T)) = —pF(E) + %m (2mksT2C) (3.105)
Die Zustandsdichte ist
S(E) S(E)
wE)=e*s, g—g = kBLTe s oc O(e). (3.106)

Das heifdt
1. Die Zustandssumme wird dominiert vom Extremum des Integranden.
2. Die freie Energie folgt aus der Zustandsumme F(T) = —kgT In (Z(T)) und

3. im Gleichgewicht und fiir festes T wird F minimiert.
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3.5 Kanonisches Ensemble

3.5.1 Mikrokanonisches Ensemble

Fiir isolierte Systeme ist (.%#°) = E eine Erhaltungsgrofse und alle Zustdnde mit Energie
E sind gleichverteilt. Alle Erwartungswerte folgen aus der normierten Verteilung der
Phasenraumdichte

, fur () =E,
p @i pi) = {80 (3.107)
—_— sonst,
i=1..3N

jedoch sind die meisten Systeme nicht isoliert.

3.5.2 Kanonisches Ensemble

Das System steht in Verbindung mit einem Warmereservoir. Fiir grofie Systeme wird die
Statistik von der wahrscheinlichsten Verteilung dominiert, die durch eine Temperatur
definiert wird. Die Energie bleibt dabei nicht strikt erhalten, nur im Mittel. Fiir ideale
(nicht wechselwirkende) Systeme faktorisiert die Zustandssumme. Betrachte dazu ein
System aus N Teilchen oder N Spins, die in einem von K Zustdnden sein konnen:

k
Z = Z e P, = Z enj; nj: Besetzungszahl 0. magn. Moment (3.108)

alle Zustaende j=1
k k k N k k
=1 1=1j5=1 ai=t j2=1
" N
= Z e Pei (3.110)
j=1
Auch hier gilt fiir die freie Energie
F = —kgT In(Z). (3.111)
Energiefluktuationen:
_ _ Zijﬁe_ﬁ%’i _ d
_i@%”) _ QYA X AP 3 (Zz‘jﬁe_ﬁ%)z (3.113)
Ip S OB e Ye b Yie P .
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J _ 2\ _ 2__8_T8_u_ 2
= gl = )~ = o = kTG (3.114)

Cy beschreibt die extensive Warmekapazitat und wir konnen abschliefiend festhalten:

kgT2C, = (H2) — (H)? (3.115)
und
2
() — (L) = TN (3.116)

Fiir grofle Systeme (N; — o) sind Energiefluktuationen also vernachléssigbar, da Cy /N>
fiir N — oo verschwindet.

3.5.3 Herleitung des kanonischen Ensembles aus dem mikrokanonischen
Ensemble

Die Energie im gesamten System E = E; + E; sei erhalten, so folgt, dass ein kleines
System durch eine effektive Temperatur beschrieben wird. E; fluktuiert und System 2
ist ein Warmereservoir (vgl. Abb. 3.3). Es gilt N = Nj + N> und E; > Eq, mit N, > N
und N1, N> fest.

i
~ V=V

Abbildung 3.3: System (1) in Verbindung mit Warmereservoir (2).

Frage: Welche Wahrscheinlichkeit p1(f1) fiir den Zustand f; hat das System 1?

p1(B1) o< I'2(Ez) = To(E — Ey) (3.117)
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héngt von der Energie E, des Reservoirs ab. Entwickelt man die Entropie des Systems
2 in einer Taylorreihe, erhdlt man

S2(E — E1) = kg In(T'2(E — Eq)) (3.118)
In(T'(E —
_ Kk In(To(E)) + E, 2B I0TE~ F1)) es  EF=E-E (3119
JE, E1=0
3 dSy(E’)
=5(E) - E1 S e (3.120)
~ So(E) — % exakt fir E; < E (3.121)
wobei T die Temperatur von Reservoir 2 ist. Damit ist
E
= p1(S1) = e EVksg T, (3.122)

d.h. das kanonische Ensemble entspricht einem System im Kontakt mit einem Warme-
reservoir.

3.5.4 Anwendung: klassisches Gas

Die Zustandssumme fiir N Teilchen ist gegeben (Gibbs’ Paradoxon der Ununterscheid-
barkeit der Teilchen durch Faktor 1/N! verhindert; Details spéter.) durch

N
1 1 Py
Z(T,V) = ﬁl |[h—3 fv dq; f d3p]]e BA i), (3.123)
j=1

Es besteht keine Frage, dass in diesem Ensemble die unabhidngigen Variablen T und V
sind. 1 hat die Dimension einer Wirkung, d.h. h =Wirkung = Impuls - Ort = Energie -
Zeit. Aus der Helmholtz’schen freien Energie (vgl. Gl. 3.92) F = —kgT In(Z(T, V)) lassen
sich folgende z.T. bekannte Ausdriicke berechenen:

JF JoF
(ﬁ)v =-S; (W) =x (3.124)
Die Variable x ist zundchst noch unbekannt und soll im folgenden bestimmt werden.
Wir wissen, dass U = F + TS gilt.

=dU=dF+TdS+SdT, (3.125)
wobei dU ein exaktes Differential ist. Weiter gilt
JOF JoF
dF = (ﬁ)v dT + (W)T dV = -SdT +xdV (3.126)
= dU=xdV+TdS= UV,S) exaktes Differnetial. (3.127)

Aus der physikalischen Anwendung wissen wir, dass es zwei Arten gibt, wie ein Gas
seine innere Energie verdndern kann:
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1. Verrichtung von dusserer ArbeitdW = P dV (fiir verschiedene Systeme gibt es eine
grofie Anzahl von verschiedenen Beispielen); d W ist kein exaktes Differential.

2. Wérmefluss ohne Verrichtung von dusserer Arbeit A Q = CAT (C: Warmekapazi-
tat); ein Korper nimmt Warme (Energie) auf, wenn seine Temperatur steigt.

Daraus folgt
= dU=4dQ—-PdV 1. Hauptsatz (3.128)
1 JdF
= dS = TdQ (W)T =—-P=x (3129)

dQ ist kein exaktes Differntial, dS allerdings schon. dU = TdS — PdV ist das voll-
standige (totale oder exakte) Differential der Zustandsfunktion U(S, V) und ebenso ist
dF = —SdT — PdV das exakte Differntial der Zustandsfunktion F(T, V). Eine Zustands-
funktion beschreibt den thermodynamischen Zustand vollstindig. Die Existenz des
exakten Differentials bedeutet, dass entlang eines beliebigen Pfades das Integral dU
nicht vom Pfad sondern nur vom Start- und Endwert abhéngt.

3.5.5 Mathematischer Einschub: exakte Differentiale

BetrachtedG = A(x, y)dx + B(x, y) dy*. dG ist eine infinitesimale Grofe, aber ist sie ein
vollstandiges Differential und existiert ein Potential G, so dass AG = G(x + dx, y + dy) —
G(x, y) gilt? Anders ausgedriickt: Hingt das Integral

f f
[ 6= [ i+ s in = 6 -G

vom Weg ab (vgl. Abb. 3.4)? Betrachte als konkretes Beispiel

4G = adx + ﬁ}f/ dy (3.130)

=>f dG = a+2BIn(2) und (3.131)
iaf

= | 4G =pInE)+a. (3.132)
ibf

Da sich die Ergebnisse unterscheiden, ist4G kein exaktes Differential. Aufsferdem muss
die Rotation dieses Vektorfeldes verschwinden (‘;—‘; — ‘3—5 = 0), jedoch ergibt sich fiir
obiges Beispiel

da  dx/y) P
T R (3.139)

4 Anschauliche Bedeutung: Steigung einer Flache in 3D entlang der x-,y-Richtung
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y
5] b f
"o :
1 2 x—

Abbildung 3.4: Zur Beschreibung des exakten Differentials

Betrachtet man jedoch das modifizierte Differential

dE:gdx.FEdy: dF:Adx+de,
X X y

so ist dies das exakte Differential der Funktion (oder des Potentials)
F = aln(x) + B1In(y)

DaA=2%undB= ‘3—1; ist, gilt

dy ~ ox < dxdy - Ixdy
oF

JoF
=dF = £|ydx + a—y

JdA 9JB ?F _ 9°F

dy

X

und ein beliebiges Linienintegral iiber das Differential ist wegunabhangig.

(3.134)

(3.135)

(3.136)

(3.137)

Der Faktor 1/x in Gleichung (3.134) wird integrierender Faktor genannt und hat eine
dhnliche Rolle, wie der Faktor 1/T, der aus dem nicht-exakten Differential #4Q das exakte

Differential 4S macht (vgl. (3.129)).

Anwendung: ideales Gas (nicht wechselwirkend)
Hier faktorisiert die Zustandssumme (vgl. Gl. 3.123)

N

1 1 B a:

2L V)= ﬁll[ﬁfvﬁp%fdspf]e A wiA),
=1
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2

mit dem Hamiltonian J(pj,q;) = L; % .Da das Ortsintegral auf V beschradnkt ist,

folgt
1 v\ e 2PV 1 v\ [2mm N2
N
1(V
= —|=, (3.139)
w3

wobei A; die thermische Wellenldnge ist.
Damit ergibt sich fiir die freie Energie

NA?
F =—kgTIn(Z) = kgTN |In - |- 1{, (3.140)
tiir die Entropie
OF NA? 3
— 122 - _ Inl —L|-1-2 141
S (8T)V kBN[n( v > 3 )
und fiir die innere Energie
U=rF+1s="2N o7 % (3.142)

womit die Verbindung zum mikrokanonischen Resultat hergestellt wére. Nun lésst sich
noch die Zustandsgleichung fiir ideale Gase herleiten:

oF NkgT
P=_ (W)T == (3.143)
= PV = NkgT = 3U (3.144)

Eigendlich miifite die Zustandsgleichung fiir ideale Gase PV = ¥ lauten®. Da reale Gase

das ideale Gasgesetz fiir normale Driicke sehr gut befolgen, lag es nahe die Temperatur
linear an das Volumen zu koppeln (T « V). Der Vorfaktor kg ergibt sich, wenn man das
Intervall zwischen schmelzen und sieden von H>O in 100 gleichgrofle Schritte aufteilt.

3.6 Ideales Gas - mikrokanonisch

Betrachten wir die Phasenraumdichte w(E, V) = lima_ @, wobei I'(E) das Phasen-
raumvolumen ist:

5Zur Erinnerung: é =kgT
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N
1 _ 1
W(E, V) = i H[h 3 f g, f d3p]]5(2 Eﬁf—E] (3.145)
—_—— j=1 4 i
Ununterscheidbarkeit

Die g-Integration liefert einen Faktor V. Mit der Ersetzung ¥; = {7;/ V2m erhalten wir
dann:

3/2\N
W(E, V) = % (%) f dBxp ... Bxnd (Z & - E) (3.146)

Dieses Integral ist in Radialkoordinaten von der Form

f dRS(R* — R3) = f dRS (R + Ro)(R — Rp)) (3.147)

[s¢]

= f dR6 (2Rp(R — Ry)) (3.148)

——
Physikalische Losung nur bei R=Ry~*°
dR
= —0(R = Ry), .149
[ sro=Ro (3,149

—00

wobei folgende Eigenschaft der Delta-Funktion,

f dxo (a[x — y]) f(x) = f dxo(ax)f(x +y) = f%é(x)f(;—c +y) = @ , (3.150)
benutzt wurde.
Mit diesen zwei Uberlegungen wird (3.146) zu
1 (VEm)P2\Y San(EM?)
w(E, V) = ﬁ( = ) 3175 - (3.151)

Hierbei ist Sp(R) die Oberfldche einer D-dimensionalen Kugel mit Radius R (in unserem
Fall: D = 3N, R = E'/2). Mit Sp(R) = CpRP~! wird dies zu:

N
. (V(ZmE)3/2) Con (3.152)

Cl)(E, V) = ﬁ h3 E
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Nun miissen wir noch Sp bzw. Cp ausrechnen. Dazu berechnen wir das Integral

o0 o0
f dxi... f dxp exp(—(x% +. 4 xzD)) auf zwei verschiedene Weisen:
—00 —00

00 ) ) D
1) f dxy ... f deexp(—(x§+---+x§))):[ f dxe"Z] :(nl/z)D (3.153)

—00 [oe]
(o] [ee] (o]

2) f dxi ... f dxp exp(=(2 + -+ +x3)) = f dRSp(R)e X (3.154)
—00 —0 0
=Cp f ARRP-1e7R (3.155)
0

%CD f dttD/z‘le‘t:%CDF(D/Z) (3.156)
0

Durch Kombination von 1) und 2) erhalten wir also:

D
%CDF(D/Z) = (n'7?) (3.157)
2nP/?
—Cp = O (3.158)
Dieses Ergebnis setzen wir nun in (3.152) ein
2 (vemEn2\Y 1
w(E, V)= N ( e TGN 2E (3.159)
und konnen damit die Entropie
3/2
S:kglna)=k3N[ln(%)—lnN+l—%]—lnE (3.160)

berechnen.
Fiir die Gamma-Funktion gilt I'(x) = (x — 1)! — InT'(x)=(x — 1) In(x — 1) — (x — 1). Damit
erhalten wir:

49



InTGN/2) 3 1. 3N 31
SN+ 1= S - (- D+ (G - ) - InN+ 1 (3.161)
. 33N 3 ﬁw) 5
~-InN+1-SIn>> 42 = ln(N( P2+ Ga6)

Dies eingesetzt in (3.160) ergibt (ohne Korrekturen der Ordnung In N):

S =kgN [— In (N7h3 [4';’1%]_3/2) + %] Sackur-Tetrode-Gleichung (3.163)

Wir wissen, dass folgende Beziehungen gelten:

dU =TdS - PdV (3.164)
1 P
= dS = —dU + = dV (3.165)
ds 1 ds P
*(m)v‘ T (W)u‘ T (3169

Dies konnen wir auf Gleichung (3.163) anwenden:

ds 3kgN 1 E 3
Setzen wir dieses Ergebnis in (3.163) ein, erhalten wir mit A; = % folgendes
Resultat fiir die Entropie:
S=kgN|-1 NA? > 3.168
= KB —In 7 + E ( . )

Damit erhalten wir das Gleiche wie im kanonischen Ensemble, nur komplizierter!

Um nun den Druck nach (3.166) zu berechnen, machen wir die Aufspaltung S =
kgN(In V + Terme unabhéngig von V). Damit erhalten wir

oS\ ksN P
22) =2 - 5PV =IkgTN 1
(8V)E v ST TN, (3.169)

das gleiche Resultat wie aus dem kanonischen Ensemble.
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Beispiel: Gas im Schwerefeld V(q)

I : ey 1 g : > 2
Die Teilchenmasse sei mg. Damit ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung f(7, §) o e 2w ¢~ Pmo9 (@)
und wir kénnen den Erwartungswert von ,

f d’q f dpq e‘%e—ﬁmofﬁ@ f BB i e=Pmod@

@ - ) |
[ g [ Bpeepmon [ Pqefrod

(3.170)

berechnen.
Betrachten wir nun das homogene Schwerefeld der Erde. Dann ist das Potential ¢(q)
gegeben durch ¢(7) = g -z mit g ~ 10%3. Um ein Kilo genau einen Meter hochzuheben,

2
braucht man g - 1n - kg = 10”8 = 10] = 10Nm.
Nun berechnen wir den Erwartungswert von z, was uns die barometrische Hohenformel
liefert:

- fooo dz z e”Pmogz 1 f 7 o~Brogz 3171
7y = = = — In z e PTo .
fo dz e~ Prmogz mog dp ( )
1 d 1 1 d 1
= _ —In = —InBmpe = —— 3.172
mog B Pmog  mog dp priog pmog (3.172)

1

Fir Zimmertemperatur ist § = BT ~ T 10 0]

Damit folgt:
o Fiirmg = 1kg: (z) = fklolom ~ 4102

10-21
e Fiir mg = 5+ 1072°kg (Sauerstoff) : (z) = % ~ 10*m

(Natiirlich ist die Temperatur nicht konstant bis zu einer Hohe von 10%m!)

3.7 Gleichverteilungssatz

Ein System habe f Freiheitsgrade. Dann kann die Zustandssumme geschrieben werden
als (N sei der Normierungsfaktor)

Z=Nqu1dq2...fdp1dp2... e‘ﬁf(q'w:/vfdxl...dxf e PN (3.173)

Die Freiheitsgrade seien so gewdhlt, dass 77 ({x}) = Z;;l %ij? eine quadratische Funk-
tion ergibt! (Beachte: Nach dieser Definition sind die Ortskoordinaten eines »freien
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Gases« keine Freiheitsgrade!)
Mit diesem 57({x}) erhalten wir fiir die Zustandssumme

f
Z= NH[fdxe”J]. (3.174)

j=1
Bei gegebenem 7 bzw. Z lasst sich die innere Energie U mittels U = () = —%Lﬁz
berechnen. Bestimmen wir also In Z:
4 s —Bkx?
InZ :lnN+Zln fdxje 2k (3.175)
j=1 0o
Nun transformiere x; = y;/p/?:
InZ=InN + Z ln[ 12 f dy; E%kﬂ (3.176)
=1 "o
1< f P 1y
:lnN—521nﬁ+Zlnfdyje 2K (3.177)
Jj=1 ]':1 -0
L rpeinn s Yon [y 3178
——Enp’+n + n yje (3.178)
JEt S
Daraus folgt fiir die innere Energie:
U= 4 =1%ksT,  iksT pro Freiheitsgrad ! (3.179)

Fiir ein ideales Gas ist die Anzahl der Freiheitsgrade f = 3N, da der Hamiltonoperator
tiir ein Teilchen des Gases 77 = ﬁ(pi + pi + p?) ist.

Fiir ein klassisches diatomares Gas mit harmonischer Wechselwirkung zwischen den
Atomen eines Molekiils ist der Hamiltonoperator fiir ein Molekiil gegeben durch

A = 3 (P Py + 72+ P+ + %) + 5 (0= 02 + (11 - 92+ (21 - 22). Damit
hat dieses Gas f = 9N Freiheitsgrade.

2
Beachte: Im realistischen Modell gilt (Zentralkraft entlang der Verbindungsachse) %( ( V(@ =) - ro)
und man hat f = 7N Freiheitsgrade.
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3.8 Wiarmekapazitit

Die Warmekapazitdt C misst die Warmemenge AQ, die einem Korper zugefiihrt werden
muss, um ihn um AT zu erwdrmen:

AQ = CAT (3.180)
Es gilt:

dQ = dU +dW = dU + PdV (3.181)

Die Temperaturanderung kann im Ensemble (T, V) oder (T, P) erfolgen. Zwei Parameter
reichen aus, um das Gas zu beschreiben, da die Zustandsgleichung f(P, V,T) = 0 gilt.

(T, V) - Ensemble:

u u
dU=|=—] dV+|==]| dT 3.182
(37), v+ 3z, 6282
u u
— dg) :(8_11) =C 3.184
(dT , \ar), 7V (3.184)
(T, P) - Ensemble:
u au
du = (W)T dP + (ﬁ)p daT (3.185)
A% A%
av = (ﬁ)r dpP + (ﬁ)p dr (3.186)
u Vv u A%
-dQ=|l=—=| +P|==| |dT+||==] +P|==| [dP 3.187
o= |(Ge), o) Jore &), - (G
1) _(2U) , p(2V) _, oM
SCRCIRE IR T

Wobei H = U + PV die Enthalpie ist. Die Bedingung V = const. ist bei Fliissigkeiten und
Festkorpern allerdings schwer zu realisieren, deshalb ist Cp relevanter als Cy.
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Beliebiges System:

Mit dem Gleichverteilungssatz U = ngT gilt dann also

Cy = Y| =Lk (3.189)
unabhéngig von der Art des Systems!

Ideales Gas (monoatomar):

Fiir die innere Energie gilt U = 3kgTN und es gilt die Zustandsgleichung PV = kzTN.
Damit errechnen sich Cy und Cp zu

ou 3
Cy = _aT|v = SksN (3.190)
ou A% 3 5
Cp = (8_T)P + P(a_T)p = EkBN + kBN = EkBN (3191)

Es gilt Cp > Cy, da beim Erhitzen bei konstantem Druck zusitzlich mechanische Arbeit
geleistet wird!

Experimentell bezieht man Grofen oft auf 1mol mit Ny = 6.02 - 10?® Teilchen. Die
Gaskonstante R ist definiert als

_ _ Py A J
R =kpNy =1.38-10 X 6-10 i 8.3K ol (3.192)
Bezogen auf ein Mol erhalten wir die spezifischen Wiirmen (v = 1\%):
3 3 N 3
CV = EkBN = E(kBNA)N—A = ERV (3193)
—Cy = Cv_ 3 und Cp= Cr_ 5 (3.194)
v 2 v o2
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Zahlenwerte:

Fiir Wasser: Cp = 75ﬁ bei P = 1bar und 15°C. Ein Mol Wasser wiegt 18¢ — 1kg=52mol.
Das heifit, man braucht 75 - 52] = 4200], um 1kg Wasser um 1°C zu erwdrmen. Um 1kg
Wasser einen Meter hoch zu heben, braucht man 10]. Somit kann man mit 4200/ 1kg
Wasser 420m hoch heben!

Hatte ein Kilo Wasser die kinetische Energie von 4200] (%mv2 = 4200]), dann hitte
dieses Kilo Wasser eine Geschwindigkeit von v = V8400% = 921 = 33042,

Diese Zahlen verdeutlichen, dass fiir Wasser die in Warme gespeicherte Energie grofs
ist, verglichen mit typischen kinetischen und potentiellen Energien.

3.9 Gibbs-Paradoxon

Die kanonische Zustandssumme eines idealen Gases mit Volumen V, Temperatur T und
Teilchenzahl N lautet

Z= ﬁ( )N (3.195)

Rw|S

wobei die thermische Wellenldnge A; gegeben ist durch

A= (3.196)

\2rmksT

Die de-Broglie-Wellenldnge eines Teilchen ist Az = %. Damit konnen wir folgende
Uberlegung machen:

2

3 h
2k T = p= \BmksT = App = ——— - 197
o < 2T = p = NImksT = Aag 3mkgT Adp o A (3-197)

Die klassische statistische Mechanik ist anwendbar, solange die de-Broglie-Wellenlédnge
Agp kleiner als der mittlere Teilchenabstand ist!

Aus der Zustandssumme (3.195) folgt die Entropie S:

_ [dF\ _ okTInZ _ 3
S= _(aT)V = S —kyInZ + kN (3.198)
% 3 % 5
= —kB InN!+ kBN In F + kBNE = kBN In W + EkBN (3199)

t t
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Nun berechnen wir die Entropien der in Abbildung 3.5 dargestellten Systeme. Dabei
betrachten wir N7 und N, Teilchen von verschiedenen idealen Gasen in den Volumina

V1 und V; bei gleichen Dichten 1‘% = %

iii) oco.o 5

Abbildung 3.5: Fiir diese drei Systeme berechnen wir die Entropie. Von i) nach ii) wird
die Trennwand herausgezogen und die beiden Gase vermischen sich.
Von ii) nach iii) wird die Trennwand im gemischten Zustand wieder
eingeschoben. Beim letzten Schritt sollte sich die Entropie nicht andern.

Zunichst vernachldssigen wir den Term ﬁ in (3.195). Nach Wegnahme der Trennwand
sind Druck und Temperatur gleich:

2U 2U
U—U1+Uz,V—V1+V2,P—g‘—/,N—Nl+N2,kBT—§N (3.200)

Die Entropiednderung von i) nach ii) ist dann durch

/\3 3 A3
AS = S;i — S; = —kp(N7 + No) In == + kgNp In —= + kN, In — (3.201)
\% %] Vs
= kBN1 In K + kBN2 In K >0 (3.202)
Vi Vs

gegeben.

Von i) nach ii) gewinnt das System also AS an Entropie.

Wir erwarten natiirlich, dass die Entropie sich nicht wieder dndert, wenn die Wand
wieder eingefiihrt wird. Tatsdchlich wiirde sich fiir die Entropie aber das gleiche Re-
sultat wie zu Anfang ergeben, S;; = S;, obwohl die Teilchen dann durchmischt sind!
Das Durchmischen und der damit verbundene Informationsverlust findet also keinen
Niederschlag in der Entropie: Dies ist das Gibbs-Paradoxon!

Wir miissen also die Ununterscheidbarkeit durch den Permutationsfaktor % beriicksich-
tigen!
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Dies machen wir nun bei der erneuten Berechnung der Entropien der drei Systeme. Die
Zustandsummen ergeben sich zu:

Ny N>
1 (vy) (Vs
Zi=—| 2L [22 3.203
sl ) (5] (6203
1 (vi+v )"
Zi = 1772 204
TTNIN!| A3 (3.204)

~ (V]//\?)NlVl/(VﬁVz)(Vl//\?)Nle/(VﬁVz) . (VZ//\?)Nle/(VﬁVz)(VZ/)\?)Nsz/(Vl+Vz)

1T IV + VITINV (Vo + V)Tl INGV2/(Va + V)TN V2 (Vr + Vo)l
(3.205)

Damit konnen wir jetzt die Entropien der drei Systeme berechnen:

A3 A3
Sl' = —kB 1nN1! - kB h‘INz! - kBN1 In L= kBNz In L + kgg(Nl + Nz)
%1 Vs 2

Nl/\? NzA? 5
= —kBN1 In —kBNZln +kB—(N1 +N2)
V1 Vs 2

Si = —kgNj 1 My kgNs 1 NoA; ks2(N; + N
i = —kg 1nV1+V2 —kp 2HV1+V2 +B§( 1+ Np)

NV, NV, NV, NV,
— ( y—kl ( y—kl ( )—kl ( y
Sii = ~kpIn =g = ke In | G omp = ke In( o ) = ke In{ 2

(N1 +Np)Vy . A7 (N1 +N))V, . AY 3
kg TP Tt XL T2 T 2N+ N
By, Ny, TRy, oy, thes (Nt o)
_ e NV NAE L Ny N Ny N
B+ Vo V4V, PVi+Vy, Vi+V, PV 4V, Vi+ Vs
N>V, NZA?

- I}
BV1+V2 nV1+V2

+ kBg(Nl + N»)

Wir sehen also, dass S;; = S;; ist, so wie wir es erwartet hatten. Hier ist nun der
Entropiegewinn durch das Durchmischen, also von i) nach ii), durch

Vi+V Vi+V,
1 2+kBN211‘11—2
1 2

Sii - Si = kBN1 In (3.206)
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gegeben.
Fiir Ny = Np, V; = V, wird dies zu

AS = 2N1kgIn2 (3.207)

Jedes Teilchen gewinnt also die Entropie In2: bindre Entscheidung! Betrachte dazu
folgendes Beispiel:

Ein Mensch halte sich in einem von N Zimmern auf. Dann ist die Zustandssumme
Z =Y 7ustinde = IN. Damit berechnen sich F und S zu

F=—ksTInN (3.208)
OF
§=-=x=ksInN. (3.209)

Die Entropie eines Menschen, der sich nur in einem Zimmer aufhélt (N=1) istalso S = 0
und damit kleiner als die Entropie des nicht-lokalisierten Menschen.

Shannon-Entropie

Betrachte ein Ereignis mit N Moglichkeiten, jede Moglichkeit habe die Wahrscheinlich-
keit p;. Dann ist ein Maf fiir die Ungewissheit die sogenannte Shannon-Entropie:

N
% =- Zl pilnp; Shannon-Entropie (3.210)
1=

Die bindre Entscheidung p1,p> = 1 — p; fithrt zu dem in Abbildung 3.6 dargestellten
Verlauf der Shannon-Entropie in Abhédngigkeit von p;.

Bei p; = 0 und p; = 1 hat man voéllige Sicherheit, welche Moglichkeit eintritt. An der
Stelle des Maximums hat man die maximale Ungewissheit (Entropie).

Kehren wir zuriick zur Entropieberechnung. Nach Gleichung (3.195) berechnet sich die
freie Energie zu:

NAS
F = kgNT ln(T’) _ kgNT (3.211)

Und daraus erhalten wir die Entropie:
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Shannon-Entropie

S/kB

p1

Abbildung 3.6: Verlauf der Shannon-Entropie in Abhdngigkeit von p; bei der bindren
Entscheidung

3
S = —kgNIn {22t ) + SkpN (3.212)
1% 2

Die Entropie eines Gemisches von K idealen Gasen konnen wir mit

K 3
N;A
s=Y {—kBNj ln[%] + ngN]] (3.213)
=1

berechnen.

Problematisch ist der Faktor 1/N!, der die Ununterscheidbarkeit berticksichtigt, in-
nerhalb der klassischen statistischen Mechanik, da die Atome im Prinzip infinitesi-
mal unterschiedlich sein kénnten! Die entsprechende Losung findet man innerhalb der
Quantenmechanik, wo man den Faktor nicht ad hoc einfiihren muss.

3.10 Das Massenwirkungsgesetz - chemische Reaktionen

Betrachte die chemische Reaktion A = B, z.B. Konformationsdnderung eines Molekiils.
In einem Volumen V seien urspriinglich N Teilchen der Sorte A. Bei der Reaktion A — B
werde pro Teilchen die Energie E g frei. Was ist der Erwartungswert von N4 und Np
bei der Temperatur T?
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Betrachten wir zundchst einmal die Freie Energie des Gemisches. Dabei soll gelten, dass
At gleich ist fiir die Stoffe A und Bund N = N4 + Np:

NaA? NgA?
F= kBTNA In —kBTNA +kBTNB In —kBTNB _NBEAB (3214)
NA/\t3 (N - NA)/\f
F(N,NA, V, T) = kBTNA In + kBT(N - NA) In T - kBTN - (N - NA)EAB

(3.215)

Wir mochten bei festgehaltenen T, V, N den Erwartungswert von N4 finden! Bei fest-
gehaltenen V und T ist der Erwartungswert von nicht festgehaltenen Grofsen gegeben
durch das Minimum der freien Energie. Somit ist eine einfache Rechnung im grofika-
nonischen Ensemble moglich!

Extremaleigenschaft der freien Energie & optimale Balance von Energie (= Bildung
von B) und Entropie (= Gleichverteilung) (siehe Abschnitt 3.13).

Berechnen wir also das Minimum der freien Energie beztiglich N4:

OF NaA? (N = Np)A? Ny
—— =kgTl —kpTIn ———— + kT — kT + Eap = kgT1 Eag =
IN, BTy som % +hpl kgl + Eap BnN_NA+ABO
(3.216)
Mit N4 + N = N ergibt sich:
Ni _ 348 :
N, =¢ T Massenwirkungsgesetz (3.217)

Damit kénnen wir nun einige Betrachtungen durchfiihren:

N

Eap
1+ eksT

_Eap
NA = (N—NA)E kT — NA =

EAB—>OZNA=N/2
Esgp > 0 :Ny=0

1 N
NB:N[l— EA;B]: T
1+ e*sT 1+e k7

Esp— 0:Np=N/2
EAB—>OOZNB=N
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In der Chemie schreibt man typischerweise 111]% = K und K heif$t Gleichgewichtskonstan-
te.

3.11 Grofikanonisches Ensemble

Wir wollen uns zunichst an den Ubergang vom mikrokanonischen zum kanonischen
Ensemble erinnern:

In den meisten physikalisch relevanten Systemen ist die Energie nicht exakt konstant,
sondern wird durch den Parameter Temperatur im Mittel kontrolliert. Im kanonischen
Ensemble sind die Energiefluktuationen um den Mittelwert tatsdchlich klein, sodass
beide Ensembles zu dquivalenten Ergebnissen fithren. Genauso ist die genaue Teil-
chenzahl in einem System nie bekannt und oft auch nicht konstant, da Teilchen meist
ausgetauscht werden zwischen dem System und einem Reservoir, oder bei chemischen
Reaktionen!

Betrachten wir nun das in Abbildung 3.7 dargestellte System.

N1, V1

N2, V2

Abbildung 3.7: In diesem System sei V1 < V3, N < N; und die Gesamtteilchenzahl
N = Nj + N> sei konstant.

Wir nehmen an, dass die Wechselwirkungen zwischen den Systemen 1 und 2 klein
sind:

H(p,q,N) = 7 (p1,q1,N1) + 7 (p2, 92, N2) (3.218)

Dabei beziehen sich die (p1, 1) - Koordinaten auf Teilchen, die im Volumen 1 enthalten
sind! Die Gesamtzustandssumme ergibt sich zu:
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dSN dSN .
ZN(V,T):f#e_ﬁ'/‘O(p’q'N) (3.219)

hBNNl
1
d3N1 d3N1 d3N2p2 d3N2q e~ B (141, N1 )~BH (p2,42,N2)
" BNNI £ Nl'Nz f f
(3.220)
= Y Zn,(V1, TV Zny(V2, T) (3.221)
N1=0

(*) = Moglichkeiten aus N Objekten N1 auszuwéhlen
Nun fithren wir die folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung ein,

ZN,(Va, T) e~ (p1,q1.N1)

Nj) = 222
p(p1,q1,N1) IV T) NN (3.222)
die trivialerweise normiert ist:
(3 221)
Z f EVipy d™gip(r, 1, N1 = 1 (3.223)
Mit der Definition F(N, V,T) = —kgT In Zn(V, T) erhalten wir
N (V2 T) _ plr-Ny v-vi, D-FN VT (3.224)
ZN(V,T)
Da wir annehmen, dass N; < N, konnen wir Taylor-entwickeln:
JE(N,V,T)
———==-P 3.225
JF(N,V,T)
il i el 3.226
u : chemisches Potential (freie Energie, die benttigt wird, um ein Teilchen zu addieren)
— F(N-N,V-V,T)=F(N,V,T) = Nyu + V1P (3.227)
ZNz(VZI T) BN~
7N D) e (3.228)
e~ PIPV—uN+7#(p,q,N)]
— p(p,q,N) = (3.229)

N!h3N ’
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wobei wir den Subskript »1« weglassen, da das Restsystem »2« irrelevant ist und nur
tiber die Temperatur T, Druck P und das chemische Potential i definiert ist! Deshalb

lassen wir auch die Teilchenzahl gegen unendlich gehen, N — oo!
Nun definieren wir die grofflkanonische Zustandssumme:

[S¢]

A ED I AANAY
N=0

3N
_ZeﬁNufd pa™q o~ B (p.aN)
N3N

(3 229) (3 223)
= €‘BPV Z f d3Np dSqu(P’ q,N)" = eﬁPV

Daraus folgt:

InZ(u,V,T) = kBT

Erwartungswerte im groffkanonischen Ensemble
Aus der Definition von Z'(u, V, T) folgt

dn Z(u, V,T)

N:
(N) o

und analog zum kanonischen Ensemble:

In Z(u, V,T)

(A = uNy = U - u(N) = 3

(3.230)

(3.231)

(3.232)

(3.233)

(3.234)

(3.235)

Durch den Zusammenhang zwischen (N) und u kann u eliminiert werden und wir

konnen so alle kanonischen Resultate bekommen, vorausgesetzt N =~
sind also die Fluktuationen der Teilchenzahl?
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Dichte-Fluktuationen im groff)kanonischen Ensemble

Jd d

— BN u
T In Z(u, V,T) = ﬁa e ane Zn(V,T) (3.236)
_ NﬁN#z V,T
_ 9 leo—o ll vV, T) (3.237)
pou YN =0 ePN'EZN/(V, T)
IR NPNEZN(VT) (BN NePNEZy(V, ) 5.239)
Y=o @VEZe (VT \ R N EZne(V, T) '
(3.234)
a2\ a2 d(N)
_<N> (NY2™ = 5on |T,V (3.239)
(3.233) ) s.u. 2
= kBTva P S|ry =00 "= ()" ksTer (3.240)
%
Da V extensiv ist und damit V « (N) ist, folgt
2\ _ 2
(N2 - (N 1 (3.241)

(N)? V(Ny

Wir sehen also, dass die Teilchenzahlschwankungen fiir N — oo gegen Null gehen. Das
heifit, dass im thermodynamischen Limes, (N) — oo, kanonisches und groflkanonisches
Ensemble dquivalent sind.

Die Verkniipfung von In Zy und In 2 geschieht tiber eine Legendre-Transformation.

Daraus folgt:

2 V,T) =Y NUZN(V, T) ~ P Zg(V, T) (3.242)
N
—»InZg~-pNpy+InZ (3.243)

Ubergang grokanonisch — kanonisch

Aus (3.243) folgt:

d(kgTIn (1, V,T)) = Ndu + PdV + SdT (3.244)

Legendre—Transformation:
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d(Nu — kgTIn 2 (u, V,T)) = udN — PdV — SdT = dF(N, V,T) (3.245)

Berechnung von 9?P/dyu?

Tatsdchlich sollte die freie Energie eine extensive Grofie sein, also sich als

F(N,V,T)=Nf(@©,T), v=—, (3.246)

zl<

schreiben lassen.
Es gilt

o intensive Grofien: Verdopplung der Systemgrofie — Grofse bleibt gleich (u, P, T)

e extensive Grofien: Verdopplung der Systemgrofse — Grofse verdoppelt sich (N, V,
S)

und oben tauchen nur Produkte des Typs extensiv - intensiv auf!

Mit
R el 7 ©247)
% _ g_‘z;% _ %% (3.248)

haben wir:
p= 2, = fon) oD (3.249)
po gf/ | = _8f @ T)|T (3.250)
NI "2{;2’;” o 2= -1, @251)
%|T =%, (3.252)
_|T _ g_zgi | = % (3.253)

2

J P|T ‘9;::’ _12‘9_“ _ _v;% ) (3.254)



Und daraus folgt:

PPl _ N2V
2TV V3 9P IT,N

Damit haben wir

A%

KT = ~vaplTN

isothermale Kompressibilitat

(3.255)

(3.256)

(3.257)

kT ist eine endliche Grofie (aufser an Phaseniibergdngen) und damit sind Dichtefluktua-

tionen vernachldssigbar klein!

3.12 Ideales Gas im grofikanonischen Ensemble

kanonisch:

Fiir die Zustandssumme gilt:

1 (vY
Z(N,V,T):ﬁ[—]

Daraus berechnet sich die Freie Energie zu:

NA3
E(N,V,T) = —kgTInZ(N, V, T) = kg TN 1n(7f] — kgTN

In der Tat ist

F(N,V,T) 1%

N = f(v,T), =3

also extensiv, wie angenommen! Aus dF = pudN — PdV — SdT folgt:
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OF NA? 1%
= = —kpTIn| —L | = N = Zet/ksT 3.261
u 3N B n( v - /\?e ( )
grofikanonisch:
Hier ist die Zustandssumme durch
N
0 o (ePLy7/ A3
P (u,V,T) = Z eNUZ(N, V, T) = Z % = exp (65“%) (3.262)
N=0 N=0 : t

gegeben.
Beim letzten Schritt wurde Y 3_, x" /N! = ¢* benutzt. Weiterhin haben wir die Zustands-
gleichung

o = eﬁHA—V? =InZ(u,V,T) (3.263)

und erhalten in Ubereinstimmung mit (3.261)

_omZ@vD _ v

—. (3.264)
pou A7

Kombination der Gleichung (3.263) mit (3.264) ergibt die kanonische Zustandsglei-
chung:

— PV =NksT  OK (3.265)

Zum Schluss betrachten wir noch die freie Energie (aus (3.243)):

F(N,V,T) = Nu—kgTln 2(u,V,T) (3.266)
1%
= Nu - kBTeﬁHE (3.267)
t
NA?
= NksTIn <= — kTN OK (3.268)
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3.13 Chemische Reaktionen im grofikanonischen Ensemble

Betrachte wieder eine Reaktion A = B, Ny, Ng, V, T. Dann erhalten wir fiir die grofika-
nonische Zustandssumme:

[o¢] [o¢]

PapvT = Y Y PN, VDN VT (3.269)
N4=0 Np=0

N
Mit Z(N, V,T) = & (A—VS) folgt:
: t

i 1 (4 V)" i 1 v
Z(u,Au, V,T) = — [eﬁ“—] — [eﬁ(#ﬂ“) —) (3.270)
Na=0 Na! A} Np=0 N! A
\% \% \%
= exp (eﬁ“ﬁ + eﬁ(””“)F) = exp (eﬁf‘?(l + eﬁA“)J (3.271)
t ¢ ¢

Damit konnen wir den Erwartungswert der Gesamtteilchenzahl zu

(Na +Np) =

dIn Z(u, Ay, V,T
n (H 1% ) — eﬁyZ(l +€‘BA#) (3.272)
Bou A7

berechnen.
Und die Erwartungswerte der Teilchenzahlen N4 und Np erhalten wir wie folgt:

dln Z(u, A, V,T) v v
N = 7 vy — eﬁ(y+Ay) e — (N - eﬁy J— 3.273
Daraus folgt:

% — oPhu (3.274)

Wie wohl auch schon vorher klar war, entspricht Au also der Reaktionsenergie E 45 aus
3.10.
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3.14 Highlights Kapitel 3

Kanonische Zustandssumme:

Z(T, V,N) = Z e PO

i

Hier lauft die Summe iiber alle distinkten Zustande, diskret oder kontinuierlich.

(Helmholtz) freie Energie:

F(T,V,N) = —kgTIn Z(T, V,N)

Entropie:

S =kgInT = kg In(wA) ~ kg Inw

I' ist das Phasenraumvolumen und w(E) ist die Zustandsdichte.

Innere Energie:

Uz (#y=-ZLinz

Jp
F=U-TS
_OJFT __ _oF
U=sr=F-Tar
JF
— S —ﬁ

Energiefluktuationen:

= - N ; = spezifische Warme (intensiv)

<yf2> ~ <%>2 _ksT*Cv/N) ~ Cv
N

ds = dg exaktes Differential , 8_1—" =-P
T V),

. L ou ou
— dU =TdS — PdV ; U(S, V) Potential mit 35 - T, v - P
. . oF oF
dF = =SdT — PdV ; F(T, V) Potential mit 37 = -S, v -P
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(3.278)
(3.279)

(3.280)

(3.281)

(3.282)

(3.283)

(3.284)

(3.285)



ideales Gas PV =kgTN = %U (monoatomar)
Gleichverteilung U = JékBT , f Freiheitsgrade

Warmekapazitiat Cy = Jékg

Grofskanonische Zustandssumme:

[s¢]

Z(u,V,T) = Z NEZ(N, V,T) = PV/ksT

N=0
Partikelfluktuationen:
PP (N?)
2 2 _ _
(N?) = (N)* = kBTVa—#JT,V = ks Txr
. _ 2@V
Mit <N> = T

mikrokanonisch = kanonisch = grofskanonisch im thermodynamischen Limes!
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4 Klassische Thermodynamik

4.1

Begriffe

Ein thermodynamisches System ist ein makroskopisches System mit vielen Freiheits-
graden (also fast jedes System)

Thermodynamische Parameter sind messbare Grofien, die ein thermodynamisches
System charakterisieren, wie z.B. Druck P, Volumen V, Temperatur T, Magnetisie-
rung M, Magnetfeld H, usw.

Ein thermodynamischer Zustand ist charakterisiert durch die Angabe von Werten
fur alle thermodynamischen Parameter

Thermodynamisches Gleichgewicht herrscht, wenn sich die thermodynamischen Pa-
rameter nicht mit der Zeit d&ndern (typischerweise: thermodynamischer Zustand
im Gleichgewicht).

Die Zustandsgleichung ist eine Gleichung, die die thermodynamischen Parameter
funktional verkniipft. Seien z.B. V, P, T die thermodynamischen Parameter, dann
ist die Zustandsgleichung f(P,V,T) = 0, was sich auch schreiben ldsst als P =
fiV,T) oder V = f£o,(P,T) oder T = f3(P,V). Die Anzahl der frei einstellbaren
thermodynamischen Parameter geht um eins runter. Im obigen Beispiel entspricht
die Zustandsgleichung einer Flaiche im 3-dim (P, V, T)-Raum.

Eine thermodynamische Transformation entspricht einer Anderung des Systemzu-
standes. Bei einem Gleichgewichtszustand tritt eine Anderung nur bei Anderung
eines dufleren Parameters auf!

Bei einer quasi-statischen Transformation werden die dufleren Parameter so lang-
sam gedndert, dass das System zu jedem Zeitpunkt im (oder sehr nahe am)
Gleichgewicht ist! Die quasi-statische Transformation ist reversibel, wenn sie um-
gekehrt werden kann durch Riickspulen der dufleren Parametervariation (Nicht
jede quasi-statische Transformation ist reversibel!).

Arbeit ist die makroskopische Energiednderung, die vom System geleistete Arbeit
dW = PdV — HIM + 6dA + tdL + ...
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e Wiirme ist, was bei einer Temperaturerhohung eines Systems ohne Arbeitsverrich-
tung aufgenommen wird. Kleine Temperaturerhohung AT — kleine Warmemen-
ge aufgenommen AQ — Wirmekapazitit C' = % (héngt ab von Rahmenbedin-
gungen, konstanter Druck, konstantes Volumen, etc.)

e Ein Wiirmereservoir ist ein so grofies Reservoir, dass es bei Abgabe oder Aufnahme
von einer endlichen Warmemenge nicht die Temperatur dndert (analog dazu:
Teilchenreservoir — chemisches Potential)

o Ein isoliertes oder abgeschlossenes System tauscht weder Energie noch Teilchen mit
der Umwelt aus. Ein thermisch isoliertes System tauscht keine Warme und keine
Teilchen aus, kann aber Arbeit verrichten. Eine thermodynamische Transforma-
tion eines thermisch isolierten Systems heifst adiabatische Zustandsinderung. Ein
geschlossenes System tauscht mit seiner Umwelt Energie aus, aber keine Teilchen.
Ein offenes System tauscht Energie und Teilchen aus.

o Mikrokanonisches Ensemble: N und E fest. Kanonisches Ensemble: N und T fest, E
im Mittel bestimmt. Grofskanonisches Ensemble: 1 und T fest, E und N im Mittel
bestimmt.

e Ein thermodynamischer Parameter ist extensiv, wenn er proportional zu der Stoff-
menge oder Systemgrofie ist, z.B.: V,N,E,S,F,.... Er ist intensiv, wenn er unab-
hédngig von der Stoffmenge ist, z.B.: P, u, T. Das Produkt aus einem intensiven
Parameter und einem extensiven Parameter ist intensiv.

e Das ideale Gas ist eine wichtige Idealisierung eines realen Gases, bei dem die
intermolekularen Wechselwirkungen vernachldssigt werden. Alle Gase verhalten
sich bei geniigender Verdiinnung wie ideale Gase (asymptotisches Verhalten).

EY = const ist das Boyle-Mariottesche Gesetz.

e Mit der Zustandsgleichung kann man die absolute Temperaturskala definieren PV =
NkgT wobei kg = 1.38 - 10723 JK~! die Boltzmann-Konstante ist.

e Ein Mol eines Stoffes enthilt N4 = 6.02 - 102 Molekiile

o Die Gaskonstante R = kyN4 = 8.3

4.2 Hauptsatze

0. Zwei Systeme im Warmekontakt haben im Gleichgewicht die gleiche Temperatur
(oder: Ist System A mit B im Gleichgewicht, und System B mit C, so ist auch A mit Cim
Gleichgewicht, usw.)

1. In jedem abgeschlossenen System ist die Gesamtenergie konstant (oder dU =dQ —4W
ist ein exaktes/vollstandiges Differential). dQ ist die vom System aufgenommene Wérme
und 4W ist die vom System geleistete Arbeit.
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2. In einem thermisch isolierten System nimmt die Entropie nicht ab (S = kg In QQ, und Q
ist das Volumen im Phasenraum im mikrokanonischen Ensemble. Der wahrscheinlichste
Zustand hat maximales Phasenraumvolumen und dominiert wegen des Gestzes der
grofien Zahlen alle anderen Zustédnde).

AS=S;-S5;>0 (4.1)

3. Die Entropie jedes Systems strebt fiir T — 0 gegen eine universelle Konstante S.
(quantenmechanischer Ursprung!)

Diese Hauptsidtze sind vom Experiment abgeleitete phdnomenologische Regeln. Sie
beschreiben die Thermodynamik fast vollstandig!

4.2.1 Erliuterung vom 1. Hauptsatz
Beispiel: Geleistete Arbeit eines Systems

Der Druck ist Druck = 5;:{; - woraus folgt, dass die Arbeit sich zu

Arbeit = Kraft - Weg = Druck - Flaeche - Weg = Druck - Volumenaenderung , (4.2)
AW = PAV (4.3)

berechnet.

Hierbei ist wichtig, dass der Druck konstant bleibt wiahrend der Volumenénderung!
Die geleistete Arbeit ist aber keine Zustandsgrofie. Betrachte dazu die Expansion eines
Gases in Abbildung 4.1.

Beachte: Nicht quasi-statische Zustandsdnderungen konnen im PV-Diagramm nicht
beschrieben werden!

Beim 2. Weg, der isothermalen Dekompression eines idealen Gases (quasi-statisch), gilt:

PV:kBTN:ceP:% und ¢ = P,Vy = PV, (4.4)

Betrachten wir nun die jeweilige Arbeit, die beim Durchlaufen der drei Wege verrichtet
wird (Die Temperatur ist dabei variabel, aber i.M. uninteressant.):
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P1

2)

1)

P2

Vi1 V2
v

Abbildung 4.1: Expansion eines Gases

Wi = Pa(Va = Vy) (4.5)
W3 = P1(V2 = Vy) (4.6)

Hier ist der genaue Mechanismus irrelevant i.M.!

Vs Vs
W, = f P(V)AV = cf Vo (InVy—InVy) = cln 22 4.7)
%4 Vi
Vi v,

Da die jeweilige Arbeit der jeweiligen Flache unter der Kurve entspricht, gilt:

Wz > W, > W, (4.8)

Wird aber ein System thermisch isoliert, wird die Arbeitsdifferenz zu einem exakten
Differential:

d0=0 — dU = —dW (4.9)

Anders ausgedriickt, wird im obigen Beispiel auch gezeigt, dass Q(f) — Q(i) vom Pfad
abhangt, da
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f f
u(f) - U = f 40 - f AW . (4.10)

4.2.2 Beispiel zum zweiten Hauptsatz
Wie gezeigt wurde, ist die Entropie eine Zustandsgrofse, deren exaktes Differential
gegeben ist durch:

s =% (4.11)

Fiir eine quasi-statische (reversible) Zustandsédnderung gilt also:
B

S(B) - S(A) =
/

Fiir eine beliebige Zustandsdnderung gilt:

aQ
= (4.12)

B

S(B) - S(A) > f

A

d% — adiabatische Anderung S(B) — S(A) >0 (4.13)

4.3 Reversible versus irreversible Expansion eines idealen
Gases

Betrachte ein System, dass von einem Warmereservoir mit der Temperatur T umge-
ben ist. Variiere P so langsam, dass die Expansion infinitesimal langsam (=reversibel)
ablduft! Die innere Energie des idealen Gases ist U = 3NkT und damit konstant!

Vy
— AQ =AW = f PdV, PV =NkgT (4.14)
Vi
Vy
dv Vi
— AQ =NkgT | — = NkgTln - (4.15)
\% V;

Vi
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Fiir die Entropiednderung gilt:

f

_ _ [4Q_AQ_ 4
AS—Sf—Sl—fT—T—Nth’IVi (4:16)

i

Das Reservoir nimmt die Warmemenge —AQ auf, also

Vy
(AS)Res = —Nkg In A (4.17)
1

Damit gilt
AS + (AS)Res = 0 (4.18)
und die geleistete Arbeit ist AW = TAS.

Freie Expansion

Betrachte das in Abbildung 4.2 dargestellte System.

Vf- Vi

1

Vi

Abbildung 4.2: Freie Expansion eines Gases

Das ideale Gas leistet nun keine Arbeit beim Expandieren von V; — V. Es gilt weiter-
hin:

Us-U;=0, AW=0, - AQ=0 (4.19)
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Das Reservoir liefert keine Warme und darum (AS)ges = 0. Aber AS = Nkgln va da
die Entropie eine Zustandsfunktion ist und nicht davon abhéngt, wie man von i nach f
geht!

v
— AS + (AS)ges = NkgIn vf = (AS)r > 0 (4.20)

1

Tatsdchlich entspricht dieser Gesamtentropiezuwachs der maximal leistbaren Arbeit/T
im reversiblen Fall!

Beachte: Im PV-Diagramm ist die freie Expansion nicht darstellbar! Selbst wenn sie
quasi-statisch verlduft.

4.4 Folgerungen aus dem 2. Hauptsatz

Betrachte

dQ = dU +dW (4.21)

im P, V, T-Ensemble. Nun wihlen wir beliebige Paare aus P, V,T als freie Parameter.
Dabei gilt dW = PdV. Wir erhalten:

U=UPV)— dU= (3_113[) dP + (g_u) dv (4.22)
1% P
ou ou
—dQ = (a_P)V dpP + [P + (W)p] dv (4.23)
ou ou P1% P1%
U=UPT) — dU = (W)T dP + (ﬁ)p dT, dV = (ﬁ)T dpP + (ﬁ)p dT  (4.24)
ou Pl% ou oV
L 0= [(_T) . P(ﬁ)p o7 + (ﬁ) + P(ﬁ)T] P (4.25)
U=UWV,T) - dQ = (‘3—;[) T + [P + (3—1"/1) ]dv (4.26)
\% T

Daraus folgt:
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Nun setze dS = d% in (4.26) ein:

C 1 ou
-V - o
ds = T dT + T[P+(8V)T]dv

Da dS ein vollstandiges Differential ist, folgt:

9 _(2]p, 1(U

ovT). \or|T " T\ov),|),

1 9°U 1(&13) P 1(au) 1 9°U
|4 T

S Tatov ~T\ot), "2 " T\av ).t Totov

~ ()=,

Daraus erhalten wir nun

, JoP
TdS = C,dT + T(ﬁ)v av
und analog dazu aus (4.25)
, A%
TdS = CpdT — T(Q_T)p dP .

Folgende Konstanten charakterisieren ein Gas:
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1(JV
Koeffizient der isobaren thermalen Expansion a = v (ﬁ) (4.35)
P
Typischerweise grofer 0, aber nicht immer (HO fiir T < 4°C)

Koeffizient der isothermalen Kompressibilitat k1 = —% (3—‘;) > 0 (sonst Instabilitat)
T
(4.36)
.. . . S 1(dV
Koeffizient der adiabatischen Kompressibilitadt ks = ~v\3p >0 (4.37)
S

Aber wie konnen wir (g—l;)v einfach ausdriicken? Mit der Kettenregel erhalten wir:

dv = (3—‘;) dT + (a—‘lf) dP (4.38)
P T
V) 4t
—dp = (g_gv) - ( (Ta_)gp (4.39)
T T
JP (%) o
. (8_T)V _ _@ -2 (4.40)

Somit erhalten wir aus (4.33) und (4.34):

TdS = Cp,dT + 2LdV (4.41)

TdS = C)dT — aTVdP (4.42)

Setze nun (4.33) und (4.34) gleich,

dpP (4.43)

dP 8V)
P 7

(Cl, - C},)dT = T(ﬁ)vdv + T(ﬁ

und wiéhle (P, V) als unabhédngige Variablen. Mit
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oT oT
dT = (a—P)VdP + (a_v)p av (4.44)

folgt dann

—>[(c' C{,)(g‘z) T(gl,;) ]var[(C' C’V)(ng)) T(g‘;)]dP 0. (4.45)

Da V und P unabhingige Variablen sind, miissen die Koeffizienten getrennt verschwin-
den. Daraus folgt

(OP/3T)y _ _(QV/IT);  TVa?
@T/oV)p —  (@V/P)r ~ «r

C,-C, =T >0, (4.46)

wobei die Kettenregel ((BP/ dT)y = — Egggg; ) benutzt wurde.

Nochmal zuriick zu (4.33) und (4.34). Fiir einen adiabatischen Prozess gilt dS = 0.
Daraus folgt:

dP\ (JV
(2] 2
avV\ (JP
c-1(2) (2). s
e __(a0)(G)s __(5)p (ap
= =T Ty = iy 3y (4.49)
v (3_T)v (8_T)s (8_T)v S
Hier wurde im letzten Schritt
J JIP(T(V,S),S) dP(T,S)dT(V,S)  (dP/dT)s
8VP(V 5)= A% - oT V. (dV/IT)s (4:50)
benutzt. Nun benutze wieder die Kettenregel:
P\ _ (8_}/) (4.51)
8T (&V) ’
JdP
14
- Cv (— ( ) = (4.52)
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Jetzt kombiniere (4.46) und (4.52):

TVa? TVa?
Cy (E _ 1) _lva Cy = @ Ks (4.53)
Ks KT k(KT — Ks)
TVa? TVa?
Cp (1 - ﬁ) Vet oo Ve (4.54)
KT KT KT —Ks

Fazit: Eine Reihe von Beziehungen zwischen experimentell messbaren Grofien kann
hergeleitet werden!

4.5 Thermodynamische Potentiale, Maxwell-Beziehungen

Das Differential der inneren Energie U(S, V) lasst sich schreiben als dU = TdS — PdV.

Daraus folgt
811) (au)
—| =T, |==| =-P (4.55)
(85 v V)
und da 8‘952—3%, = 3‘9;—()“5 folgt weiterhin:
a — d
(3_)5 - _(_IS))V (4:56)

Die Helmholtz freie Energie ist definiert als F = U — TS, woraus sich deren Differential
zZu

dF = —PdV — SdT (4.57)

ergibt. Also ist F eine Funktion von V und T, F = F(V, T). Somit erhalten wir:

(%) = (%), (4.58)

Auflerdem ergibt sich fiir die Enthalpie

aT
H=U+PV - (8_13)5

P1%
(ﬁ)p (4.59)
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und fiir die (Gibbs) freie Enthalpie

Vv dS
G=U+PV-TS — (ﬁ)p__(ﬁ)]“'

4.6 Adiabatische versus isotherme Expansion eines idealen

Gases

Aus Gleichung (4.33) folgt fiir einen adiabatischen Prozess

’ aP —
dQ = Cl,dT + T(ﬁ)vdv =0.

Fiir das ideale Gas gilt P = N ]{ET und damit

(5

Somit erhalten wir fiir einen adiabatischen Prozess eines idealen Gases:

=P.
1%

C},dT + PdV = 0

— CdT + NkBTdVV =0
dT  NkpgdV
- — + - =

T C,V

0
Bilde das erste Integral:

T Vi

AT __Nks ((dV | Ty Ny, Vy
T Vv T, C, V,
%, vV0 0 v 0

Nig
’
o TV = const
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MitT = Iil/_lfg folgt daraus:

Nikg

1+ —
PV v = const (4.70)

Mit C}, = C{, + Nkg und y = % = ((3:_6 folgt daraus

PV? = const 4.71)
und wir erhalten
P=cV7 4.72)
und
TV~! = const . (4.73)

Da y > 1ist, fallen die adiabatischen PV schneller ab als die isothermen!

Betrachte noch folgende Zahlenwerte:

C 5/2 5
monoatomar: C_i = # =3 (4.74)
. Cp 7/2 7
. ZE_Le_ L 4.75
diatomar Cy 5275 (4.75)

4.7 Extremaleigenschaft von thermodynamischen Potentialen

1. Fiir ein abgeschlossenes System gilt, dass die Entropie nur zunehmen kann, also
AS > 0. Das bedeutet, dass im Gleichgewicht die Entropie maximal ist

S < Spax- (4.76)

Man kann also den Gleichgewichtszustand in einem abgeschlossenen System
dadurch erhalten, dass man die Entropie maximiert.
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Beispiel:

Betrachte ein System, bestehend aus zwei Teilsystemen, die Energie und Volumen

austauschen konnen:

S(Uy, Uy, V1, Vo) = S1(Uy, V1) + So(Ua, V), mitU=U;1+Up, V=V1+ V3

dS 9JS1 ISy 9SS JdUxdS;  IS1 ISy

U,  oU; "ol ol T dWou,  ou, ol

Analog folgt:
JS dJS1  dSr

oV, Vy IV,

4.77)

(4.78)

(4.79)

Der 1. Hauptsatz lasst sich nach der Entropie umstellen: dS = 1dU + £dV. Damit

folgt:
dJS 1 1 oS P, P>
5 —=———yund — = — — —= 4.80
o, T, v, T T T, (4.80)
Liegt ein Maximum vor, gilt (9‘9751 = 0 und ;751 = 0 und damit T; = T, und
% = % = P; = P;. Dies gilt fiir den Fall, dass sowohl die Wand verschieb-

bar ist (V1 variabel), als auch fiir Warme durchldssig ist (U; variabel!).

(Es kann auch nur einer oder keiner dieser Parameter frei sein (=Zwangsbedin-

gung).

Achtung: U = konst. entspricht nicht dem Fall einer warmedurchldssigen Wand.)

Betrachten wir nun die zweite Ableitung der Entropie:

9°S _ 9251 N ) _ 81/T1| N 81/T2|

ouz Ju? oguz  JUy Vi dUp V2
1 JTh 1 9T,

:—Egﬁw‘gﬁgh

< 0 fur Stabilitat

Mit C}, = dU/ 8T|V wird daraus

S 1 1
S ST T TS <0 OKfﬁrC%,>0!
ou; TG, TG,

2. Fiir ein thermisch isoliertes System gilt genauso

AS>0 = Sy = Sp
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und aus dem 1. Hauptsatz AQ = AW + AU = 0 folgt:

AW = —AU (4.85)

Das heifit, die von einem thermisch isolierten System verrichtete Arbeit entspricht
der Anderung der inneren Energie.

. System bei konstanter Temperatur:

Betrachte ein System mit Volumen V, das von einem Warmereservoir umgeben
ist. Dann ist die Anderung der Gesamtentropie gegeben durch die Anderung der
Entropie des Systems und der Entropie des Reservoirs,

Astot = AS + AS;/@S (4.86)

und aus dem zweiten Hauptsatz folgt

AStr > 0. (4.87)

Bei dem zu betrachtenden Prozess adsorbiere das System die Warmemenge AQ
und das Reservoir die Warmemenge —AQ, also

ASes = —% auflerdem AQ = AU + AW (4.88)

Hier ist AU die Anderung der inneren Energie des Systems und AW die verrichtete
Arbeit. Damit konnen wir

TAS — (A A A(TS — - A
ASy = As— AQ _TAS-(@U+AW) - ATS-U) - AW (4.89)
T T —_—— T
T=const
schreiben, was zu
—AF — AW
ASjpp = ————— =20 (4.90)
T
wird.
Daraus folgt nun:
AW < —AF (4.91)
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Also ist die Arbeit, die in einem isothermen Prozess verrichtet wird, im Allgemei-
nen kleiner als die Anderung der freien Energie. Die maximale Arbeit (fiir einen
reversiblen Prozess natiirlich) entspricht gerade der freien Energie! Daher kommt
auch der Name »freie Energie«. Wir haben also:

AW, = =AF = =AU + TAS (4.92)
Da AS typischerweise zunimmt fiir AV > 0, ist die so geleistete Arbeit grofier als
die adiabatische. Vergleiche dazu mit Gleichung (4.85).

Wenn das Volumen konstant gehalten wird, ist dW = PdV = 0 und damit ergibt
sich AF <0, woraus

E s E (4.93)

bzw. Foy = Fin folgt. Fiir festgehaltene dufsere Parameter (T, V,...) wird also die
freie Energie im Gleichgewichtszustand minimal! (Vergleiche dies mit chemischen
Reaktionen.)

. System bei konstantem T, P:

Das System mit Volumen V sei von einem Druck- und Temperaturreservoir um-
geben, das so grofs ist, dass P und T konstant bleiben. Dann gilt nach dem 2.
Hauptsatz

ASior = AS + ASyes = 0. (4.94)

Fiir AS;,; gilt

A AU + PAV + AW*
ASres = _TQ = - T - ’ (495)

wobei AW* nichtmechanisch (Zum Beispiel elektrisch, magnetisch, .. .) verrichtete
Arbeit des Systems sei!

Damit erhalten wir fiir die gesamte Entropiednderung:

TAS — AU — PAV — AW* A(TS -U-PV)- AW*
ASpor = T = ( T ) (4.96)

P, T=konst

Mit der freien Enthalpie G = U + PV — TS wird dies zu:
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_AG - AW
ASis = G# >0 — AW <-AG (4.97)

Wenn alle dufieren Parameter aufSer dem Volumen konstant gehalten werden, ist
AW* = 0 und wir erhalten AG < 0, woraus

G > Guin (4.98)

bzw. Gey = Gypin folgen.

4.8 Ubertragung und Erzeugung von Entropie

a) Reversibel

Betrachte Abbildung 4.3. Die beiden Warmereservoirs sollen die gleiche Temperatur
haben, also T = T».

T T2
da1 da dQ2

ds1 ds ds2

Abbildung 4.3: Grafik zur Ubertragung und Erzeugung von Entropie

Eine Warmemenge AQ werde vom Reservoir 1 abgegeben,

AS; = —AT—Q <0, (4.99)

1

und vom Reservoir 2 aufgenommen,
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A
AS, =289 0. (4.100)
T>

Fir Ty = T ist AS1+AS; = 0, d.h. bei reversibler Warmetibertragung wird auch Entropie
tibertragen, nicht aber erzeugt oder vernichtet (2. H.S.).

b) Irreversibel
Nun sei T > T,, was dazu fiihrt, dass es eine Anderung der Gesamtentropie AS,

1 1
AS = AS1 + ASy = AQ (T_2 - T_l) , (4.101)
gibt.
Daraus ergibt sich:

AS = AQT;;T? (4.102)

Die Energie im Gesamtsystem bleibt erhalten, aber Entropie wird erzeugt! Der Umkehr-
prozess, also die Vernichtung von Entropie, wird durch den 2. Hauptsatz verboten!
Betrachte dazu die folgende Formulierung des 2. Hauptsatzes:

Clausius-Formulierung des 2. Hauptsatzes:

Es gibt keine thermodynamische Transformation, deren einziger Effekt eine Ubertra-
gung einer Warmemenge von einem Reservoir der Temperatur T; zu einem Reservoir
der Temperatur T, mit T, > Tj ist.

4.9 Carnot-Maschine

Wir betrachten die Idealisierung einer realen Warme-Kraft-Maschine, deren Kreispro-
zess wir als quasistatisch und reversibel annehmen. Siehe dazu Abbildung 4.4.

In den einzelnen Teilschritten des Kreisprozesses laufen folgende Prozesse ab:

a—b: isotherme Expansion bei Temperatur T; (4.103)
b — c: adiabatische Expansion (4.104)
c—d: isotherme Kompression bei Temperatur T, mit T, < T (4.105)
d —a: adiabatische Kompression (4.106)
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¥

Abbildung 4.4: Der Carnot-Prozess

Da dies ein Kreisprozess ist, gilt bei einem vollstindigen Umlauf AU = 0. Damit folgt
aus dem 1. Hauptsatz

AW = AQ; + AQs . (4.107)

Bei den adiabatischen Transformationen b — cund d — a wird keine Warme aufgenom-
men. Da S eine Zustandsfunktion ist, gilt auch fiir S bei einem reversiblen Kreisprozess
AS = 0. AS ist aber auch durch

_ A, % mit AQ, < 0 (4.108)

AS =
Ty 2

gegeben.
Hier bezieht sich die Entropiebilanz nur auf die Warmekraftmaschine und nicht auf die
Reservoire. Gleichung (4.108) konnen wir zu

T
AQp = —=2AQ; (4.109)
Ty
umformen, woraus mit (4.107)
T,
AW = AQq (1 - T_) (4.110)
1
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wird.
Der Wirkungsgrad einer Warmekraftmaschine ist definiert als

AW
= — 4.111
1= 30, (4111)
und misst die geleistete Arbeit pro aufgewendete Warmemenge.
In unserem Fall ergibt sich n wegen (4.110) zu:
n=1-g (4.112)

Da0 < % < 1ist, ist der Wirkungsgrad 0 < n < 1. Die geleistete Arbeit entspricht der
Flache des Kreisprozesses. Logischerweise ist diese grofser, je weiter entfernt T> und Ty
voneinander sind. Fiir T, = T; verschwindet die Flache. Wir haben also den grofiten
Wirkungsgrad bei grofiter Temperaturdifferenz.

Betrachten wir nun die Entropiebilanz der Reservoire in einem Zyklus. Fiir einen rever-
siblen Prozess haben wir

A1 AQ:

ASyes = —
SI’QS Tl TZ

=0! (4.113)

Sobald die Warmemenge —AQ> nur etwas grofier wird als %AQL wird der Prozess
irreversibel!

Wirkungsgrad des Carnot-Prozesses im T-S-Diagramm

Der Carnot-Prozess hat im T-S-Diagramm die in Abbildung 4.5 dargestellte Form.

Fiir einen reversiblen Prozess ist die Anderung der Entropie durch

_1Q

dST

(4.114)

gegeben, woraus

dQ = TdS (4.115)

folgt.
Betrachten wir AQ fiir die Teilschritte des Kreisprozesses:
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a—b:

b—c:

c—d:

d—>a:

a ™ b

51 s2

Abbildung 4.5: Der Carnot-Prozess im T-S-Diagramm

b

isotherme Expansion AQ; = f T1dS =T1(S2 —51) >0 (4.116)
a
isentrope Expansion (= adiabatisch + reversibel) AQ =0 (4.117)
d

isotherme Kompression AQ, = f TrdS =Tr(51 - 5) <0 (4.118)
c

isentrope Kompression AQ =0 (4.119)

Da wir einen Kreisprozess betrachten, gilt wieder AU = AQ — AW = 0, woraus

folgt.

AQ = AQ1 +AQy = (T1 — T2)(S2 — 51) = AW (4.120)

Daraus berechnet sich der Wirkungsgrad zu
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_AW (T =To)(S2 = 51) :1_2
AQq T1(S2 — S1) T: -

(4.121)

Der Wirkungsgrad ist also gegeben durch das Verhéltnis der Flache des Rechtecks zur
Flache unter der Kurve a — b!

Betrachte nun eine beliebige Flache im T-5-Diagramm, zum Beispiel wie in Abbildung
4.6 dargestellt. Der dargestellte Prozess sei ein reversibler Kreisprozess.

/ \ Tmax

’f 'I Tmin

[
[ 4]

Abbildung 4.6: Beliebiger Kreisprozess im T-S-Diagramm

Wir wollen den Wirkungsgrad des beliebig geformten Kreisprozesses berechnen. Die
aufgenommene Warmemenge ist durch das Integral von a nach b »obenrum«

b

AQuuf = f T(S)dS (4.122)

a

gegeben. Die abgefiihrte Warmemenge erhélt man durch Integration »untenrums,

a

AQup = f T(S)dS . (4.123)

b

92



Da es sich um einen Kreisprozess handelt, gilt AW = AQy, s + AQ, und der Wirkungs-
grad berechnet sich zu

A +A
_ AQuy + AQw ‘_AQab _ (4.124)

AQuy f AQu f

Jetzt subtrahieren wir von AQ,, die beiden mit 2 bezeichneten Flichen und addieren
zu AQu ¢ die beiden mit 1 bezeichneten Flachen. Damit erhalten wir folgende Unglei-
chung:

AQab

| ab| - (2) min
- A0 =1
AQauf

AQauf + (1) - Tinax

n=1- ‘ (4.125)

Also ist der Wirkungsgrad einer Carnot-Maschine, die zwischen T} und Ty Operiert
grofier als der Wirkungsgrad unseres beliebigen Kreisprozesses!

Umkehrung der Carnot-Maschine: Warmepumpen

Betrachte wieder Abbildung 4.4, jedoch werde diesmal der Kreisprozess in umgekehrter
Richtung durchlaufen. Dadurch wird nun bei T, Warme aufgenommen und bei T;
Wirme abgegeben. Betrachten wir die Bilanz des Systems ohne Reservoir:

AS=0=2 A AQ; <0 (4.126)
T, T»
T>
= AQz = —7-AQy (4.127)
1
AU =0— AW = AQ; + AQ> (4.128)
T
— AW = AQ (1 - T—Z) (4.129)
1

Die abgegebene Warmemenge kdnnen wir auch mit

_AQ; = % (4.130)

berechnen. —AW ist die am System geleistete Arbeit. Man definiert den Nutzfaktor als
das Inverse vom Wirkungsgrad

n T1-Ty

(4.131)
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Das bedeutet, dass fiir grofle Warmeleistung die beiden Temperaturen nicht zu ver-
schieden sein sollten!

Beispiel:

Das angezapfte Warmereservoir sei das Grundwasser mit 10°C = 283K, die Warme wer-
de auf 40°C = 313K erhitzt und zum Heizen benutzt (Flachenheizung). Der Nutzfaktor
ergibt sich dann zu

T _ 33
T,-T, 30

10. (4.132)

Das heifst, dass aus einem Joule Arbeitsenergie zehn Joule Heizenergie erzeugt wer-
den.

Ungiinstig ist das Heizen mit hohen Temperaturen, da hier sehr viel Entropie ver-
schwendet wird. Zum Beispiel beim Heizen mit einer Gasflamme der Temperatur
600°C = 873K. Dies entspricht einer Kraftmaschine mit T; = 873K, T> = 313K. Dar-
aus erhdlt man einen Wirkungsgrad von

313
n=1-22~06. (4.133)

Das bedeutet, dass man pro Joule Gasenergie 0.6 Joule mechanische Energie und 0.4
Joule Warmeenergie erhalt.

Nun benutze die mechanische Energie zum Warmepumpen zur Erzeugung von 40°C
heifSlem Wasser aus 10°C kaltem Grundwasser. Dann erhilt man nach (4.132) aus 0.6 ]
mechanischer Energie 6 ] Warmeenergie, wodurch wir aus einem Joule Gasenergie 6.4 |
Gesamtwarmemenge erhalten.

Dies bezeichnet man als Kraft-Wiirme-Kopplung.

Die Carnot-Maschine ist optimal

Die Carnot-Maschine ist ja recht speziell gewéhlt. Gibt es also Maschinen mit einem
hoheren Wirkungsgrad? Dazu betrachte eine Warmepumpe nach dem Carnotprinzip

mit 1. = (1 - %) und eine Warmekraftmaschine mit )y, siehe Abbildung 4.7. Ist n, > 1,
moglich?

Zwischen den in Abbildung 4.7 aufgefiihrten Grofien konnen wir noch folgende Bezie-
hungen angeben:
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T1=T2

o e

a2 l T az

T2

Abbildung 4.7: System zum Beweis, dass die Carnot-Maschine optimal ist. Links
arbeitet eine Warmekraftmaschine und rechts pumpt eine Carnot-

Wérmepumpe.

AQz = (Nx — DAQ, (4.134)
AW, = n:AQ; (4.135)
AW, = -1, AQq (4.136)
aQ = AWe _ g (4.137)

e Tc
’ X 1

AQ; = AW: — AQ| = -1, AQ; + Z_AQl = NxAQ1 (n_ - 1) (4.138)

Betrachten wir die Gesamtenergiebilanz:
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AQ1 +AQ; = AQy (1 - &) vom Reservoir 1 aufgenommene Wéarme (4.139)

[

AQo + AQ) = (Nx — 1)AQ1 + nxAQs (nl - 1) (4.140)

=AQ; (& - 1) vom Reservoir 2 aufgenommene Wéarme (4.141)

e

Die von beiden Maschinen geleistete Arbeit ist

AW, + AW, =0 (4.142)

und die von beiden Maschinen aufgenommene Warme ist

AQ1+AQ, +AQy +AQ, = 0. (4.143)
- Z—Z) auf. Wire nun % > 1, dann
wiirde Warme von T nach Ty > T, gepumpt werden, was nach dem zweiten Hauptsatz

verboten ist.
Also folgt:

Das Reservoir T1 nimmt die Warmemenge AQl(

Ny < 1e (4.144)

Fiir einen reversiblen Prozess x konnen wir die Anordnung umkehren (Also Carnot-
Maschine als Warmekraftmaschine, Prozess x als Warmepumpe) und erhalten dann als

vom Reservoir T1 aufgenommene Warme AQ; ( - %)
pe

Also ist die vom Reservoir T, abgegebene Warme AQ; (% - 1) > 0 fur ny < 1 im
Widerspruch zum zweiten Hauptsatz. Damit folgt:

Alle reversiblen Kreisprozesse zwischen zwei Reservoirs mit T1, To haben den gleichen maxima-

len Wirkungsgrad n =1 — % .

Eine Maschine mit einem hoheren Wirkungsgrad bezeichnet man als Perpetuum mobile
2. Art. (1. Art: verletzt sogar Energieerhaltung)
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4.10 Thermodynamische Beschreibung von
Phaseniibergiangen

Einfache Substanzen konnen in drei verschiedenen Phasesn existieren, fest, fliissig, gas-
formig. Im P-T-Diagramm unterscheidet man die Sublimationslinie, Verdampfungs-
/Kondensationslinie, Schmelz-/Erstarrungslinie, Tripelpunkt/kritischer Punkt.

Auf den Linien koexistieren zwei Zustiande miteinander, weshalb sie auch Koexistenzli-
nien heiflen. Das heif3t fiir bestimmte Werte (P, T) gibt es zwei Losungen der Zustands-
gleichung mit verschiedenem Volumen pro Teilchen V/N = v.

Das heifit, dass im P-V-Diagramm fiir festes T (Isotherme) die Isothermen am Koexis-
tenzpunkt horizontal verlaufen. Fiir festes P gibt es also verschiedene V.

Da es aber nun zwei koexistierende Zustdnde gibt (fliissig/fest, fliissig/gas), teilt sich
das System in zwei Bereiche auf. Dies nennt man Phasenseparation oder auch Phasen-
gleichgewicht.

Fiir festes T ist bei der fliissig/gasformig Koexistenz automatisch der Druck bestimmmt,
der Dampfdruck heift. Ist der Dampfdruck gleich dem dufleren Druck, siedet eine Fliis-
sigkeit. (Beispiel: Fiir Wasser bei einem dufieren Druck von p = 1 bar ist die Siedetem-
peratur T = 100 °C!)

Kompression eines gesittigten Dampfes bei konstanter Temperatur fiihrt zur Konden-
sation, der Druck aber bleibt konstant! (Siehe dazu das Material »Phasentiibergéange«.)
Ein gesittigter Dampf liegt vor, wenn das Gas auf der Koexistenzlinie ist.

Nur ein ungesittigter Dampf (nicht auf der Koexistenzlinie) verhilt sich wie ein Gas,
d.h. es verhilt sich dann so, dass eine Kompression zu einer Druckerhohung fiihrt.

Am Tripelpunkt koexistieren alle drei Phasen.

Am kritischen Punkt verschwindet der Unterschied zwischen zwei Phasen (z.B. zwischen
fliissig und gasformig).

Ein System wird im P-V-T-Raum vollstindig durch die Zustandsgleichung beschrie-
ben!

Thermodynamische Stabilitdt an Phaseniibergingen
Wir betrachten ein Einkomponentensystem, das aus zwei Phasen besteht., also z.B.

Wasser an der fest-fliissig oder fliissig-gas Koexistenz. Wir halten T und P konstant.
Was sind dann die Gleichgewichtsbedingungen?

Bei konstantem T, P wird das Gleichgewicht durch ein Minimum der freien Enthalpie

G=U-TS+PV (4.145)

charakterisiert.
Wenn wir nun annehmen, dass die Teilchenzahl N = N; + N> ist, dann ist
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G= N1g1 + Nzgz , (4.146)
da G extensiv ist.

Da N, = N-Nj ist, kann N als freie Grofie betrachtet werden, beziiglich derer minimiert
werden muss:

aG

J
IN; - &_Nl(ngl +(N-N1)g2)=81-8=0 (4.147)

Also muss die freie Enthalpie pro Teilchen in den beiden Phasen gleich sein! G ist

damit stationdr beziiglich der Umwandlung der Phasen ineinander. Damit haben wir
Gleichgewicht auf den Isothermen im Koexistenzgebiet!

Nun kénnen wir eine Verbindung zum chemischen Potential herstellen:
Wir hatten in der statistischen Mechanik das chemische Potential als

OF
u= (W)T,v (4.148)

definiert. Das vollstindige Differential von F ist durch

dF = —SdT — PdV + udN (4.149)

gegeben.
Damit erhalten wir durch Legendre-Transformation:

d(F + PV) = dF + PdV + VdP = —SdT + VdP + udN = dG (4.150)
9G OF
= (_) _ (_) (4.151)
ON)pr  \NJp,

Die beiden Arten das chemische Potential zu berechnen sind also dquivalent. Wie oben
schon benutzt, ist G(P, T) = Ng(P, T), da G extensiv ist und nur von intensiven Grofsen
abhéangt. Also ist

e
b= (ﬁ)m =g, T). (4.152)

(Gegenbeispiel: F(T, V) = F (I% -N, T) hangt immer auch von N ab, da V extensiv ist!)

Also miissen die chemischen Potentiale in koexistierenden Phasen gleich sein!
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Clausius-Clapeyron-Gleichung

Bei konstanter Teilchenzahl ist das Differential von G durch

dG = =SdT + VdP

gegeben, woraus

g = —%dT + %dP =du

folgt. Damit gilt in jeder Phase (i = 1, 2)

agi _ S agz _Vi
(57), =% = (5), =%

wobei P und T bei Koexistenz gewihlt sind!
Damit erhalten wir

(B(gz—gl)) :_(g_S_l) und (9(gz—g1)) %
P T

oT Nz N1 dP N2

; - o — -5 _ 5 W _"n
woraus mit Ag = ¢ g1,As—N2 NI’AU_NZ N

(QAg/IT)p _ As
(0Ag/dP)r — Av

folgt. Nun ist Ag eine Zustandsfunktion wie jede andere (S, F, ... ) auch.

)Ag

Wir benutzen also wieder die Kettenregel

oA\ (aT\ (oP\ _ _ _ @Ag/oTe _ (9P
IT Jp\OP )\ \OAg ) —— (0Ag/oP)r — \IT

wobei * wegen
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dAg:(gi) dP+(—) T (4.159)
T P

0
edT:(%) - (ag (4.160)
JaT Jp T Jp
dAg
oT (7),
(8_P)A —(aﬁ) (4.161)
8 T Jp
gilt.
Waéhlen wir nun Ag = 0, so erhalten wir die Koexistenzkurve P, (T),
dP(T) (8P)
== . (4.162)
dr aT |, =0
Daraus folgt:
dpco _ As
=22 (4.163)

Mit der Grofle I = TAsNy, der latenten Warme, die beim Schmelzen aufgenommen
wird, wird (4.163) zu

P, 1
dT ~ TNaAv'

(4.164)

Zahlenwerte fiir Wasser

Beim Schmelzen von Wasser bei 1 bar muss Warme aufgewendet werden:

AQ = AU+ PAV = AH spezifische Schmelzwarme oder Schmelzenthalpie (4.165)

Bei konstantem Druck von 1 bar und bei T = 0 °C:

. Iy 3
Hy=Qp =60 -5 =333 10 (4.166)

spezifische Verdampfungswiarme oder Verdampfungsenthalpie:
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KJ M]J
Hy=Q,=407 —— =23 — :
Qo =407 — =23 i (4.167)

(Vergleich: Mit 2.3 MJ kann man 1 kg Wasser 230 km hochheben.)

Vergleich: Cp = 75 %H(

Beispiel:

Um 1 mol von 0 °C auf 100 °C zu erhitzen, braucht man 7.5 kJ. Um 1 mol zu verdampfen
braucht man 40.7 kJ, zum Schmelzen 6.0 k]J.

Bei konstanter Energiezufuhr von 1000 W werden pro Sekunde also 1 k] zugefiihrt. Wir

brauchen also zum Schmelzen 6.0 Sekunden, zum Erwidrmen 7.5 Sekunden und zum
Verdampfen 40.7 Sekunden.

Beispiel fiir Clausius-Clapeyron-Gleichung mit Wasser:

Die Clausius-Clapeyron-Gleichung (4.163) bezogen auf auf kg lautet

dP,, _ AQ
= (4.168)
Bei 100 °C sind AQ ~ 2.3 lf(ig] Vs = 0.001 f;—; und Vg = 1.7 I;—; Also haben wir:
dP,  AQ Pa J
T = TAY 3618 <~ Kod (4.169)
Beispiel: Schmelzen von Eis
Da AV beim Schmelzen sehr klein ist, muss d;TC” steil ansteigen. Tatsdchlich ist AV bei

Eis negativ (Eis zieht sich beim Schmelzen zusammen.). Damit ist auch dme negativ!

Beispiel: CO,

CO, wird in Stahlflaschen bei fliissig/gas Koexistenz geliefert, das heifdt bei T < 31 °C
ist der Druck kleiner als 73.5 bar und héngt nur von der Temperatur ab.

Wird der Druck auf 1 bar reduziert, wird durch die entzogene Verdampfungswarme
das CO, so weit abgekiihlt, bis die Sublimationskurve erreicht wird. Bei 1 bar hat man
dann eine Temperatur von -78 °C, man hat also Trockeneis. Dann ist die Temperatur
fest und CO, kann so auch relativ lange gelagert werden!
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Klassifizierung von Phaseniibergingen

Betrachte die Ableitung von g nach P,

g 1%

22 =~ 4.17

op TN (4170)
Die g-P-Kurve hat bei P, eine Diskontinuitit. Dies bedeutet einen Sprung im Volumen
pro Teilchen, also einen Dichteunterschied, zwischen den beiden Phasen.

Wie fiir Wasser gezeigt wurde, geht der Dichteunterschied bei Anndherung an den
kritischen Punkt gegen Null, also gilt

J 92 J g1
e 4171
JoP JP ( )
am kritischen Punkt.
Tatsdchlich ist aber die zweite Ableitung am kritischen Punkt unstetig, also
g P
—_— 4172
oP? oP? ( )

Im Allgemeinen ist die Ordnung eines Phaseniibergangs definiert, durch die niedrigste
Ableitung die unstetig ist (Ehrenfest - Klassifikation)!

In der Praxis ist nur die Unterscheidung zwischen diskontinuierlich (1. Ordnung) und
kontinuierlich (kritischer Ubergang, »2. Ordnung«) wichtig.

Am kritischen Punkt hat man:
Starke Fluktuationen, langreichweitige Korrelationen, selbstahnliche (fraktale) Struktu-
ren, masselose Feldtheorien (— Nobelpreis Wilson)

Zwei Phasen, die einen kritischen Punkt haben, sind also dquivalent zueinander, da
durch Umrundung des kritischen Punktes die Phasen ineinander kontinuierlich um-
gewandelt werden konnen. — Symmetrie muss gleich sein! Phasen mit verschiedenen
Symmetriegruppen (z.B. Kristalle) miissen durch diskontinuierliche/kontinuierliche Li-
nien voneinander getrennt sein!
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4.10.1 Gibbs-Duhem-Gleichung (natiirliche Variablen, vollstindige
Beschreibung)

Fiir festes N erweitern wir alle Potentiale um den udN - Term:

dU = TdS — PdV + udN (4.173)
dF = —SdT — PdV + udN (4.174)
dH = TdS + VdP + udN (4.175)
dG = —SdT + VdP + udN (4.176)

Damit gibt es pro Potential drei Maxwell-Beziehungen anstatt einer!
Durch Legendre-Transformation mit dem Term —uN werden vier weitere thermodyna-
mische Potentiale erzeugt. Wir betrachten hier nur das groffkanonische Potential:

©=F-uN=U-TS-uN (4.177)
— d© = —SdT — PdV — Ndy (4.178)

Wie bisher gilt: Jedes Potential als Funktion einer natiirlichen Variablen enthilt die
komplette thermodynamische Information und erlaubt die Herleitung aller anderen
Potentiale! Betrachte dazu folgende Beispiele:

o U(S,V,N); 2| . =T(S,V,N) Unkehrung — S(T,V,N)

[y
F=U(S,V,N)-TS =U(S[T,V,N]) - TS[T,V,N] = F(T, V,N)
e kalorische Zustandsgleichung;:
U(s, vV,N) = U(S[T, V,N], V,N) = U(T, V,N)
Beispiel: U = %kBTN ideales Gas
e thermische Zustandsgleichung:
P= _g_%/I|S,N = P(S,V,N) = P(S[T, V,N],V,N) = P(T, V,N)
Beispiel: PV = NkgT

Es gibt auch andere Kombinationen aus denen alles folgt, z.B. P(T, V, N) und Cy (siehe
Abschnitt 4.4).

G ist einzigartig, da es aufier von N nur von intensiven Grofien abhédngt:

— G(T,P,N) = Ng(T, P) (4.179)
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Fiir g(T, P) ist keine N-Abhdngigkeit moglich, da hier nur intensive Grofien auftauchen

konnen und somit g selbst intensiv sein muss! Es folgt

dG G

[J:WT,P_g_N

und damit

G=Nu(T,P) — uN=U-TS+PV.

Setzen wir dies in ® = U — TS — uN ein, so erhalten wir:

®=-PV

Dieses Ergebnis ist bereits bekannt aus der Statistischen Mechanik.

Das vollstandige Differential von G lautet:

dG = Ndu + pudN = =SdT + VdP + udN  —  Ndu = -SdT + VdP

Daraus folgt:

du=-3dT + £dP  Gibbs-Duhem-Gleichung

Die natiirlichen Variablen des chemischen Potentials sind also T und P.
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5 Statistische Mechanik von
wechselwirkenden Systemen

5.1 Virialtheorem

Betrachte ein System von N wechselwirkenden Teilchen der Masse m;. Dann sind die
kinetische Energie K und die potentielle Energie W gegeben durch:

=
Il

=
—. N

(5.1)

H

M= 1=

1l
—_

K%—ifrﬂﬁk (5.2)

=

=
I

k=j+1

]

Il
-

Im Prinzip kénnen die Massen der Teilchen unterschiedlich sein und auch die Vorfak-
toren der Wechselwirkung.
Zunichst einmal seien ein paar Anwendungen des Virialtheorems aufgefiihrt:

1. Per Gravitation wechselwirkende Massepunkte — n = =1, aj ~ —m; my

2. Ein-Komponenten-Plasma, das heifst eine Losung von gleich geladenen, gleich-
schweren Partikeln — n = -1, a; = +b unabhéngig von j,k, m; = mg = const.
(verwirklicht in schweren Planeten, weifSen Zwergen, ...)

3. Zwei-Komponenten-Plasma — n = -1, ajx = q;qr, wobei g; = +z

Wie man sieht, gibt es jede Menge Anwendungen!
Die Zustandssumme des betrachteten Systems ist durch

N Ba. Bo:
7 = % 1_11 [f %] e—ﬁ(K+W) (53)
]:

gegeben.
Wie bekannt ist, folgen die Erwartungswerte von Druck P und Entropie S aus der
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Zustandssumme. In einem gewissen Sinne enthélt die Zustandssumme die Losung des
vorliegenden Problems. Allerdings kann man Z nicht exakt berechnen. Aber man kann
trotzdem wichtige Informationen erhalten. Dazu reskaliere die Variablen:

T =A"T (5.4)
p=A"%p (5.5)

Bei dieser Transformation bleibt der Exponent in der Zustandssumme gleich:

2 =2
P 2o
ze T @ a0 (= A0 g

kBT kBT

(5.7)

Die Integrationsgrenzen des Ortes verdndern sich bei der Transformation zu

L L/A L
f dq :f Adq:f Adg (5.8)
0 0 0

mit L = AL und das Gesamtvolumen ergibt sich zu V = A3 V.
Die Zustandssumme in den reskalierten Koordinaten ldsst sich also schreiben als:

N 3%, 135
Bi; Pp; R
Z(V,T) = % I [ fv % /\3(“”/2)] o~ (KO+W@) k5T (5.9)
11
— Z(V,T) = A3NW+/2) 77 T) (5.10)

Durch das Reskalieren erhilt die Zustandssumme also nur einen Vorfaktor. Daraus
folgt, dass sich die Zustandssumme schreiben ldsst als

Z(V,T) = TS+ D (vT2m) (5.11)

wobei ¢(x) eine Funktion ist, die uns nicht weiter interessiert.

Erliduterung: Z hangt von zwei Variablen, V und T, ab. Diese beiden Parameter konnen
so transformiert werden, dass die A-Abhédngigkeit im Vorfaktor steckt und die Skalen-

funktion ¢(-) von einem A-unabhéngigen Argument abhéngt, denn VT-3/* = VT-3/
und A = (T/T)V/"
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Betrachten wir nun die freie Energie des Systems:

3N

F=-kTInZ = -kgT|=—~(1+ 3)InT + 1nq>(VT—3/n)]

dF = =SdT — PdV

gilt, konnen wir S und P mittels

JoF JF
5—‘(ﬁ)v ' P“(W)T

berechnen:

’ VT—S/H
P=kgT - T—W”M
¢(VT‘3/”)
__L BN oy B @ VT
S = T+kBT[nT(1+2) nVT S(VT37m
’ VT—B/H
= _£ + kg g(l + E) - EVT—?)/HM
T n 2" n P(VT-3/m)

Damit und mit F = U~ TS — U = F + TS erhalten wir fiir die innere Energie:

’ VT—?)/n
U= kBT[%(l + g) 3yr-an® VT ) )]

n P(VT-3/m)

bzw. mit (5.15)

U=kgT&(1+%)-2VP  Virialtheorem

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

Das Produkt VP nennt man Virial. Diese Beziehung ist weder die thermische (f(P, V, T) =

0) noch die kalorische (f(U, V, T) = 0) Zustandsgleichung, sondern f(U, P, V) = 0.

Fiir das Ein-Komponenten-Plasma und das gravitativ wechselwirkende System (n = —1)

erhalten wir also fiir die innere Energie:
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N
U= —kBTB’7 +3VP (5.20)

Durch Umformen von (5.19) zu

% - kBTN(l + g) —VvP (5.21)

konnen wir den Fall verschwindender Wechselwirkung, n — 0, betrachten und erhal-
ten:

kgTN = VP (5.22)

Dies ist, wie es sein sollte, die ideale Gasgleichung.

Separation in mittlere kinetische und mittlere potentielle Energie:

Hier benutzen wir, dass die kinetische Energie alleine und nur von den Impulskoordi-
naten abhédngt. Den Erwartungswert

N PJZ'
(Ky = <Z 2—m]> (5.23)

=1

haben wir bereits im Abschnitt 3.7 berechnet. Das Ergebnis ist:

(K) = %]kBT (5.24)
Mit
U) = (K) + (W) (5.25)
und (5.19) erhalten wir fiir (W):
W) =) - @kBT = ﬂkBT - EVP (5.26)
2 n n

Es sind also exakte Ergebnisse fiir eine grofie Klasse von Systemen moglich!

Nachteil: Meistens sind die Potentiale nicht reine Potenzen, dann ist das Virialtheorem
nicht giiltig.
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Fiir die verschwindende Wechselwirkung (n = 0) sind also (W) = 0 und (U) = (K).
Beim Plasma und der Gravitation (n = —1) sind (W) = 3VP — 3NkgT und (U) — (W) =

WNkpT.

5.2 Virialentwicklung

Betrachte wieder die Zustandssumme Z eines wechselwirkenden Gases:

1 dPpidq;
_ —ﬁ(K+W)
IN= N Hf B

N 42
p ;
K= Zf ﬁ kinetische Energie
]:
N N
W= Z Z w(q;j —qr) , wobei w beliebig sein soll

-
Il

—_

=~
]

]

Durch Integration iiber die Impulskoordinaten erhalten wir

- | | Z K =21 pwlqi—aqn)
ZN = NI ' f /\? e~ Ll i .

Nun gehen wir iiber zum grofikanonischen Ensemble

2@V, =) NNV T),
N=0

wobei, wie wir bereits bewiesen haben,

PV =kgTIn(Z(u, V,T))

und

_ 9In(Z(u,V,D))

by BIu
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gelten.
Durch Einfiihren der Fugazitat z = ePt erhalten wir

ZV,T) =) NNV T),
N=0

eine Potenzentwicklung in z.

(5.34)

Die Zustandsgleichung ldsst sich dann ebenfalls schreiben als Entwicklung in Potenzen

von z:
vz ) =
Z
=V (—] b,:ln[ zNZN(V,T)]
3
kBT ; /\t I\;)
Mit
_ 1 2 1 3
In1+x)=x 2x +3x

konnen wir das noch weiter zu

:ln(l+zZ1 +22Z2+Z3Z3+...)

In (i Z2NZN(V, T)

N=0

1 1
=221+ 22y — 22+ 22 (Zs - Z1Z5 + 5Zi) +...

2

ausfiihren, wobei Zy = 1 ist.
Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir die Koeffizienten b;:

Nach Gleichung (5.30) ergeben sich die ersten Terme fiir Zy zu:
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Zi= | — = (5.42)
ANA
Zy = 2)\6 dq1dqy e PO~ fh)—— f PqdPqy (1+ fio) (5.43)
Zy=—5 AP q1d°godB gz e~ PO =a2) =P (2-03)~pwig1=q5) (5.44)
6A;
=g ) PnPelis ()1 fr)0 5 fio) (5.45)
Hier ist
fi2 = (e—ﬁw(!h—lh) _ 1) (5.46)
die Mayerfunktion.

Vorteil der Mayerfunktion: Sie ist endlich auch fiir unendlich repulsive Potentiale und
geht fiir w — 0 auch gegen Null!

Mit den Z’s kdnnen wir jetzt die b’s berechnen:

br=1 (5.47)
EE

=3 f T o (5.48)
d3 d3 d3

bs = %f w [(1+ fi2)(1 + f23)(1 + f31) = 3(1 + f12) + 2] (5.49)

f d3c/1d3q:zd3qa
6

Lfizf23f31 = 3 fi2f23] (5.50)
Die Integrale sind also alle proportional zu f und konvergieren deshalb (wenn f schnell

genug auf Null abfallt.).

Wir formen nun Gleichung (5.33) um:

I (Z(w,V,T)) 9z dIn(Z(w,V,7))

o - pou 9z 5D
__dIn(Z(z,V,T))
=z 3 (5.52)

Mit der Definition der z-Entwicklung, Gleichung (5.35), erhalten wir
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[oe] l
z
N=VY Z(F) b . (5.53)
=1 t

Daraus erhalten wir mit Hilfe der Dichte c = N/V:

c=Y 1(%)1 b (5.54)

und

00 l
wr= L (%) by (5.55)

Gleichung (5.54) kann invertiert werden (siehe dazu den folgenden Einschub zur Inver-
sion von Potenzreihen). Die ersten Terme sind

c — 2byc? (5.56)
und damit erhalten wir:

or = ¢ — bac® (5.57)

Diese Entwicklung des Druckes nach Potenzen der Konzentration heifst Virialentwick-
lung. Sie ist recht gut fiir kleine Teilchenkonzentrationen. Im Allgemeinen schreibt
man

T = lzl ac, (5.58)
wobei die Koeffizienten a; als Virialkoeffizienten bezeichnet werden. Wir haben also:

a =1 (5.59)

By
Gy = —by = —% f N . (5.60)

112



Beispiel 1:
Das ideale Gas ist charakterisiert durch verschwindende Wechselwirkungen, w(g) = 0.
Also ist fio = (e‘ﬁw(%‘”h) - 1) = 0 und damit verschwinden alle Koeffizienten b; aufSer

by = 1 und auch alle Viralkoeffizienten a; aufler a; = 1.
Die Gleichung fiir den Druck ist damit

— =c (5.61)
oder,dac=N/V,

PV = NkgT, (5.62)

was wieder die exakte Zustandsgleichung fiir das ideale Gas ist.

Beispiel 2:

Betrachte ein Gas aus harten Kugeln mit dem Durchmesser d und der Wechselwirkung

L co  wenn |f; —fa| <d
_ = 5.63
W =) {0 wenn |1 — fa| > d (5.63)
Dann berechnet sich a, zu:
1 dgqld%]z 1
- _- Z 7 AL (-pwli—92) _ 1) = = 3 _ p—Bw(g)
a = 2f 7 (P 1)_2fd g(1-eFu) (5.64)
1 4 l4n 5 1
=-.4 2 ___PB== .
> ”fo d = 558 = 5 Vs (5.65)

Der zweite Virialkoeffizient entspricht also dem halben ausgeschlossenen Volumen, das
ein Teilchen erzeugt!
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5.2.1 Mathematischer Einschub: Inversion von Potenzreihen

Betrachte eine allgemeine Potenzreihe

Gesucht ist nun die Umkehrfunktion, also

z:imlfl.

1=0

(5.66)

(5.67)

Problematisch ist hier der konstante Beitrag dy. Daher bringen wir diesen zum Ver-

schwinden, indem wir eine neue Potenzreihe als

fody=c=)d7
=1

definieren.
Nun machen wir fiir z den Ansatz

o0

z:n1c+n2c2+ngc3+--~:ancl,

I=1

aus dem

¢ = di(n1c + nac? + n3c®) + do(nic + nac®)? + da(nic)®  (bis O(c))

folgt.
Sortieren nach Potenzen von c ergibt:

c= lellC i n = -

dz?’ll B dz

2 22 _ __ _2
dinpc” +donycc =0 —  mp= ="
1 d]

2d21’111’12 + d31’l? _ Zd% — d3d1

d11’l3 + 2d2n1n2 + d31’l?1’ =0 —> ng=-
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Damit haben wir die gesuchte Inversion der Potenzreihe (5.66) gefunden:

z= Y m(f —do)'
1=1

Achtung: Koeffizienten m; folgen aus unendlicher Resummation:

my = Z ny(—do), my = Z ml(—do)™t,

=1 =1

5.3 Van-der-Waals Zustandsgleichung

(5.75)

(5.76)

Eigentlich alle Gase verhalten sich fiir sehr kleine Abstinde voneinander wie harte
Kugeln, ziehen sich aber fiir groflere Abstiande an. Eine recht gute Ndherung fiir so ein

Wechselwirkungspotential ist zum Beispiel:

") 00 fur |r| < Ry
w(r) =
—wWy (%‘l))s fur [r] > Ro

Dabei nehmen wir an, dass ,Z‘B’—OT < 1ist. w(7) hingt also nur von |r| ab.

Nun betrachten wir den zweiten Virialkoeffizienten. Dieser ergibt sich zu

1
=3 f dr4nr e‘ﬁw(’))
0
R P g (RO)S
:2nfdrr +2nfdrr2( —efsT )
0 Ro

(5.77)

(5.78)

(5.79)

und mit der Ungleichung 2 ¢ < 1 konnenwir darin die Exponentialfunktion entwickeln,

so dass wir

_—R -2n RS— dr *~*
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erhalten. Das Integral konvergiert nur fiir s > 3, wobei typischerweise s = 6 ist (Dies
wire dann die van-der-Waals Wechselwirkung, was jedoch nicht zu verwechseln ist,
mit der van-der-Waals Zustandsgleichung!).

In (5.80) ergibt das Integral fiir s > 3

(o]

3-s R3—S
f dris =21 =0 (5.81)

3—5lR 5-3

Ro

und damit wird a, zu

~27‘c

21 wo 21 3 wo
~ 2Mps 3 Wo _ 27 3( _ —) 5.82
25 R0 T30k T 3 O\ T 5o 3kgT (582)
Nach der Virialentwicklung (5.57) erhalten wir also
P 21 3wy
— =c+ =R (1 - —) ?, :
T T S P b (5:83)
woraus mit v’ = %ﬂRg und a’ = %wob’
i—c+(b'— i )02 & P=ckgT + (WksT — a')> (5.84)
ksT ~ ksT — P b '
wird. Dies kénnen wir weiter zu
P+a'c® =ckgT(1+b'c) (5.85)

umformen. Nimmt man nun b’c < 1 an !, d.h. nimmt man an, dass die Teilchen nicht
dicht gepackt sind, so kann man mit Hilfe der geometrischen Reihe wie folgt ndhern:

P+da'c®=ckgT(1 +bc) ~ cksT (5.86)
1-bc
Durch Umstellen erhalten wir:
(P +a’'c?) (% = b’) =kgT van-der-Waals Zustandsgleichung (5.87)

Mit ¢ = N/V wird daraus

1Dies ist prinzipiell eine schlechte Annahme.
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INT2
(p + 2 é\zj )(V _ b'N) = NkgT. (5.88)

Bemerkungen:

e Im Limes a’,b" — 0 erhalten wir die ideale Gasgleichung PV = NkgT.

e Das reale Volumen V,,; = V — b'N entspricht dem Gesamtvolumen minus dem
halben Eigenvolumen der Teilchen.

e Der duflere Druck wird durch die attraktive Wechselwirkung zwischen den Teil-
chen (proportional zu a’) verstdrkt; die Teilchen riicken ndher zusammen. Dieser
Effekt ist proportional zu N 2 der Anzahl der Teilchenpaare.

Betrachte nun in Abbildung 5.1 P als Funktion von V,

NksT ~ a’'N?
P= V_IZ,N - (5.89)

le+B87

Se+B06

Ge+Bl6

Pc
7e+B06 |

Be+BA6

Se+BA6

de+B886

3e+B06 [

2e+806 [

1e+886

I I I I
a 8.8881 Yo 8.8882 8.86083 8.86084 8. 86¢
¥

Abbildung 5.1: Isothermen, die sich aus (5.89) ergeben

Die Druckkurven zeigen fiir T < T, einen Bereich, wo der Druck nicht monoton
vom Volumen abhidngt. Dieser Druck ist klarerweise unphysikalisch (negative Kom-
pressibilitdt). Bevor wir diesen Sachverhalt kldren, bestimmen wir jedoch zuerst noch
T, V¢, P! Bei T;, V., P hat die Isotherme einen Sattelpunkt. Dies konnen wir benutzen,
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um T¢, V¢, P zu bestimmen. Die erste und die zweite Ableitung von P nach V ergeben
sich zu

dP _ 2a'N*  NkgT d*P _ 6a’'N? . 2NkgT
v V3  (V-WN)?2’' 4vz V4  (V-WN)3’

(5.90)

wobei am kritischen Punkt ZTI; = ngI; = 0 gelten muss. Daraus erhalten wir zwei Bestim-
mungsgleichungen,
ksT _ 2(V —b'N)?
=—— 91
@’N V3 691)
und
ksT _ 3(V—b'N)?
= = 7 5.92
o\ V4 (692
aus denen sich T, und V. zu
Ve =30'N (5.93)
und
kTe = 24 (5.94)

ergeben. Durch Einsetzen von (5.93) und (5.94) in (5.89) erhalten wir letztendlich P:

’

Indem wir nun die Zustandsgleichung in reduzierten Einheiten T=T/T., P=P/P,und
V = V/V. schreiben, erhalten wir eine Formel fiir alle Stoffe am kritischen Punkt:

p= 8T 3

Y Gesetz der korrespondierenden Zustdande (5.96)

Klarerweise ist die Schlaufe in den Isothermen unphysikalisch, da hier die Kompressi-
bilitat negativ ist. Tatsachlich phasensepariert das System in diesem Bereich. Aber was
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sind die Dichten der koexistierenden Phasen?
P, T und das chemische Potential u miissen bei koexistierenden Phasen gleich sein,
u = g1(P, T) = g2(P, T). Das Differential von g ist durch

dg = vdP —sdT (5.97)

gegeben, wobei v = V/N und s = S/N sind.

Maxwell-Konstruktion
Auf einer Isotherme ist T = konst, also gilt nach (5.97)

Pg

Q1— = f vdP, (5.98)
Py
wobei v(P) eine Funktion von P ist. Betrachte nun Abbildung 5.2.
Das Integral entlang den Punkten A - B — C — D — E, also

Pg

81— &= f vdP, (5.99)

Py

ist nur dann Null, was es bei koexistierenden Phasen sein muss, wenn die Flachen 1
und 2 gleich grof$ sind! Dies sieht man wie folgt:

Pg Pp Pc Pp Pg
f vdP = f vdP — f vdP — f vdP + f vdP = Flache 1 — Flache 2 (5.100)
PA PA PB PC PD

Betrachten wir nun die Isotherme auch im g — P— Diagramm, Abbildung 5.3.

Da die freie Enthalpie im P — T— Gleichgewichtsensemble minimiert wird, ist die rote
Kurve irrelevant. Der Druck bleibt also konstant im Volumenbereich v, bis v; und die
Isotherme sieht in Wirklichkeit aus, wie in Abbildung 5.4 gezeigt.
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Abbildung 5.2: Integrationsweg entlang einer Isothermen

Binodale/Spinodale

Tatsdchlich ist der Bereich negativer Kompressibilitdt dadurch charakterisiert, dass klei-
ne Storungen im System sich explosionsartig ausbreiten und das System instabil ist. Der
Bereich dieses Verhaltens wird von der Spinodalen umschlossen.

Der Bereich der Phasenkoexistenz liegt aufierhalb der Spinodalen und innerhalb der
Binodalen. Dieser Sachverhalt ist in Abbildung 5.5 dargestellt.

Da die Zustandsgleichung in reduzierten Einheiten universal ist, sollte also auch die
Binodale in reduzierten Grofien universal sein. — Gesetz der korrespondierenden Zu-
stande am kritischen Punkt!

Als néchstes betrachten wir Abbildung 5.6. Die durchgezogene Linie in dieser Abbil-
dung ist der Guggenheim-Fit. Fiir Argon passen die gemessenen und die gefitteten Werte
sehr gut tiberein.
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Abbildung 5.3: Das System durchlduft nur die schwarze Kurve, von der roten Kurve
weifs es nichts. Am Schnittpunkt findet der Phaseniibergang statt.

Berechnung der Binodalen mit der van-der-Waals Zustandsgleichung am kritischen
Punkt:

T, Pund V hatten wir definiertals T = T/T,, P = P/P. und V = V/V,. Nahe am kritischen
Punkt kénnen wir

T=1+F,P=1+p,V=1+0 (5.101)

schreiben, mit £, p und @ als kleinen GrofSen. Aus der Zustandsgleichung in reduzierten
Einheiten, Gleichung (5.96), erhalten wir damit:

8(1+#) 3

- ) 3,
P= 2535  (T+op

—1~4f—6F5— 29 (5.102)

N

Fiir kleine Werte von f und 7 ist j — 4f eine asymmetrische Funktion um ¢ = 0. Betrachte
dazu Abbildung 5.7.

In diesem Fall ist die Maxwell-Konstruktion fiir

p—4f=0 im Bereich zwischen A und B (5.103)
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Abbildung 5.4: Die durchgezogene Linie gibt an, was man messen wiirde. Der gestri-
chelte Bereich ergibt sich aus (5.89).

erfiillt. Das heifst, wenn (5.103) gilt, sind die roten Flachen in Abb 5.7 gleich grofs. Aus
p —4f = 0 folgt

65 + 253 =0, (5.104)
woraus wiederum
0 = —4F — 0= 22 VT oc £|fff mit p = % (5.105)
folgt.
Weiterhin kénnen wir mitn = N/V
n 1 n 1 n
no_ Z 1= -1~ -7 1—-— =9 5.106
ne  V/V. ne 1+73 v e O (5.106)

berechnen!

Der Exponent f in (5.105) ist ein universeller Exponent, d.h. er ist gleich fiir alle d4hnli-
chen Symmetrien am Phaseniibergang. Auf diesem Level der Theorie ist der kritische
Exponent 8 = 1. Tatséchlich liegt B eher bei %

122



le+887

9e+006 [

8e+806 [

Fe+db6

Ge+BB6

Se+006 [

4e+006 [

Binodale
Je+086

2e+d8E - Spinodale

le+886

L L L L
8.8881 8.8682 8.86883 8.8684 8.808¢

v

Abbildung 5.5: Innerhalb der Spinodalen ist die Kompressibilitdt negativ; zwischen Spi-
nodalen und Binodalen ist der Bereich der Phasenkoexistenz.

5.3.1 Joule-Thompson-Effekt (Enthalpie-Anwendung)

Fiir die folgenden Uberlegungen betrachte Abbildung 5.8.

Zwischen den Kolben sei ein pordses Material, das den Druckunterschied AP = P; — P,
aufrecht erhilt. Weiterhin nehmen wir an, dass der ablaufende Prozess quasistatisch
ist und dass keinerlei Warmetransport moglich ist. Welche Temperaturen Ty, T; stellen
sich dann ein?

Zu jedem Zeitpunkt haben wir Energieerhaltung, d.h.

P1AV] + P,AVy + AU+ AU =0. (5.107)

Die Konfigurationen des Anfangs- und Endzustands haben folgende Gestalt:

Anfangszustand: Vi =V;, Vo =0, U1 =U;, U, =0 (5.108)
Endzustand: V; =0, V, = Ve, Uy =0, Uy = Uy (5.109)

Damit wird (5.107) zu

Psz —-PV; + Uf -Uu;=0, (5110)
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Abbildung 5.6: Hypothese der korrespondierenden Zustidnde am kritischen Punkt -

experimentell bestétigt!

was mit H = U + PV auch als

geschrieben werden kann.
Nun entwickeln wir H(T?3, P»)

JH
H(T2,P2) = H(T1, P1) + (T2 — T1)ﬁ|

woraus mit (5.111)

JH d
(T2 - Tl)a—T|p1 + (P2 = P1)55

bzw.

Ty =Ty = —(P2 - Pq)
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Abbildung 5.7: p — 4F als Funktion von @ fiir f < 0 und f = 0 (Die in der Grafik auftau-
chenden Variablen entsprechen den gleichnamigen Variablen mit Tilde).

P1 P2

Abbildung 5.8: Grafik zum Joule-Thompson-Effekt

wird.
Was ist also ‘% Tl? Betrachte dazu

dQ=dU+PdV =dH - VdP,

(5.115)
woraus
1 14
ds = TdH - po (5.116)
folgt.
Mit
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_OH OH

dH = ﬁpdT-i-ﬁTdP
wird dies zu
10JH 10H \%
ds = Tﬁ|PdT+ (Tﬁ’T - T)dp .

Nun ergibt sich aus der Integrabilitidtsbedingung

ToPIT ~ JT

Y ToToP  ToT

1 0°H d 1(9_H|__ 1 (oH _1ov
TOP'T T) T12\0P

174 1 (0H 1 ?H 19V
= |T_V

oH| ...
op |7 2

JH| _ 17/ _ TV
WlT_V TaTP

Dies konnen wir nun in (5.114) einsetzen und erhalten

Py—P, (. 0V
Ty—T; = chl(Tﬁ —V).

Damit ldsst sich der Effekt direkt aus der Zustandsgleichung vorhersagen!

Ideales Gas:

Beim idealen Gas lautet die Zustandsgleichung PV = NkgT und wir erhalten

A%
7| =
ot ="
und damit
T,—-T;=0.
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Van-der-Waals - Gas:

Hier ist die Zustandsgleichung durch

(P ”52)(\/ bN) = kgTN (5.124)

gegeben.

Im Folgenden berechnen wir also T | Tlp

(P+ ﬁ)(v bN) = kgTN — —ZHNZ(V bN)(aV) +(P+avﬁ22)(8_v) = kgN

aT |,
(5.125)
INCAS kgN od po fBTN _aN?
aTP_P+aN2 2aN2(V bN) u T V-bN V2
(5.126)
kgN(V —
(aa_v) - BNZ( < bN) (5.127)
T/p  kpNT — 285V — bN)?
(V -bN)> —=bN
- T(Z;{) _y=h TNVZZQN ~ (5.128)
1- kBTV3(V — bN)
(5.128) ist genau dann grofser als Null, wenn
kgT < 2a (1 - bVN) —b (5.129)

ist. Das heifdt, bei tiefen Temperaturen fithrt Dekompression zur Abkiihlung!

5.3.2 Legendre-Transformation - Beispiel

Die Legendre-Transformation ist eine Anderung der unabhéngigen Variablen von x
nach f’(x). Betrachte dazu f(x) und definiere

y=f'(x). (5.130)

g sei definiert durch
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g=fe)-yx, (5.131)

was zu

dg =df — ydx — xdy = ydx — ydx — xdy = —xdy (5.132)

fiihrt. Das heifit, ¢’'(y) = —x.

Betrachte nun die Beispielfunktion f(x) = 7x>. Damit ist y = 21x?, also x = 4/y/21.
Daraus ergibt sich g zu

3/2
g(x) = 7x% - 21x% = —142% — (y) = —14(%) . (5.133)
Also ist
B , _143 y1/2_ y1/2
v= =50 =513 () = (1) (5139
und

B _ 13/2 (1)1/2__ (1)3/2 (1)3/2_ (1)3/2_ 3
fly) = g(y) +yx = 14(21) +yl57) = 14 o1 +21 o1 =7 o =73 .
(5.135)

Grafische Bedeutung: Die Kurve f(x) wird durch den y-Achsenabschnitt der Tangenten
beschrieben.

5.4 Transfer - Matrixmethoden

... Fur die Klausur nicht relevant — folgt spater ! ...
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5.5 Variationsprinzipien

Die freie Energie eines beliebigen statistischen Systems ist durch

F=—kgTln ( f {dxje" “"”/kBT) (5.136)

gegeben. Der Hamiltonian sei so kompliziert, dass wir keine exakte Rechnung durch-
fithren konnen. Fiihre daher einen Variationshamiltonian .74 ein, der so einfach ist, dass
die zugehorige Zustandssumme berechnet werden kann. /% hiange von Variationspa-
rameterna, b, ... ab, die zunichst frei wahlbar sind.

Nun bringen wir %) in Gleichung (5.136) in zwei Schritten ein. Im ersten Schritt addieren
und subtrahieren wir J%/kpT im Argument der Exponentialfunktion. Dies ergibt

F=—ksTln ( f {dx}e—%[{x},a,bl/kBT+(%[{x},a,b1—%[{xm/ksT) _ (5.137)
Im zweiten Schritt multiplizieren wir das Argument des Logarithmus mit

f {dx}e~ 7% /ksT

l=o—
[{dx}e-olksT ’

(5.138)

was zu

f {dx}e~ 70U} bl ks T+(Aix) a bl [1x)]) ks T

f {dx)e~7/ksT

F=—kgTIn (f {dx}e_'%/kBT) - —kBTln(

(5.139)

= Fo — kgT In (! /6=7)/ksT) (5.140)

0

fihrt.

Um spiter eine Abschdtzung fiir die freie Energie F zu erhalten, beweisen wir, dass

< e(%g)—%)/kﬂ>0 > o{(Ho=H)/ksT)y (5.141)

gilt. Betrachte dazu eine beliebige konvexe Funktion f(z) mit f/(z) > 0. a(x) sei eine
andere Funktion, die von einer Zufallsvariablen x abhdnge. Dann kénnen wir
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fa()) = f (@) + (a(x) — (@) f* (@) + of (5.142)

of = fa(x)) — f (@) = (a(x) — <a)) £’ ({a)) (5.143)
schreiben, wobei
a) = M (5.144)
f dxP(x)

der Erwartungswert von a beziiglich einer Wahrscheinlichkeitsverteilung P(x) (z.B.:
P(x) = e~ P70y ist,

Da f(z) eine konvexe Funktion ist, ist 0 f eine positive Funktion. Daraus folgt eindeutig,
dass (6f) > 0 ist, woraus weiterhin folgt:

(fa(x)) = f (@) + (6f) + (@) — @) f* ((a)) (5.145)
— (f(a())) = f (a)) (5.146)

Mit f(z) = ¢* und a(x) = w folgt aus (5.146) (5.141).
q.e.d.

Da der Logarithmus eine streng monoton steigende Funktion ist, konnen wir jetzt (5.141)
benutzen, um eine Abschitzung fiir die freie Energie F zu erhalten:

<e(%—ﬁﬁ)/ksT> > (A=) [ksT)q (5.147)
02
— In (eA=7TY > (5 — ) [T (5.148)
— —In (=BT "< (A — ) ks T (5.149)
Daraus folgt schlussendlich:
F <Fy+ (S — ) = Four Gibbs - Variationsprinzip (5.150)

Die echte freie Energie F bildet also eine untere Schranke fiir die Variations-freie Energie
Fuar. Man kann also den Ausdruck rechts beziiglich der Parameter a, b minimieren und
erhélt somit eine Ndherung fiir die freie Energie. Die Giite der Ndaherung hangt nattirlich
von dem Variations-Hamiltonian ab!
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5.6 Meanfield - Naherung

Betrachte nun ein System von wechselwirkenden Spins im Magnetfeld in drei Dimensio-
nen. Transfer-Matrix-Simulationen konnen nun nicht benutzt werden. Daher versuchen
wir es mit einer Variationsmethode.

Der Hamiltonian dieses Systems ist durch

%ﬂ:—gi Y sisj—hisi, si=+1 (5.151)
=1

i=1 nnvon i;j

gegeben. Die Summe {iber j erstreckt sich iiber alle ndchsten Nachbarn von i. In drei
Dimensionen auf einem kubischen Gitter sind das sechs Nachbarn. Der Faktor 1/2
verhindert doppeltes Zahlen.

Als einfachen, exakt 1osbaren Variations-Hamiltonian wéhlen wir das analoge System
von nicht-wechselwirkenden Spins in einem &uferen Feld /1, wobei /i nun ein Variati-
onsparameter ist. Anschaulich beinhaltet /i die Wirkung des realen Feldes & und des
effektiven Feldes, das durch die Wechselwirkung mit den benachbarten Spins entsteht.
Der Variations-Hamiltonian lautet also

N
= —EZSZ', si==+1. (5.152)
i=1

Wir miissen jetzt

Foar = Fo + ()0 = (H)o (5.153)

berechnen, wobei F,,, eine Funktion von / und / ist. Da nach (5.150) F(h) < Fj,ar(h, h) ist,
erhalten wir also die beste Abschédtzung fiir F(h), wenn wir Fy,, beziiglich & minimie-
ren:

Fup(h) = min Foar(h, ) > F(h) (5.154)
h
Berechnen wir zunichst einmal Fj. Die Zustandssumme ist durch

Zo= Y Lo = [0+ o] = (2coshlip])” (5.155)

Sj=i-1

gegeben, woraus sich die freie Energie Fy zu
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Fo=-kgTInZy = =NkgT In (2 cosh [%]) (5.156)
B

ergibt.

Der Erwartungswert der Magnetisierung eines Spins (beziiglich .74) ist

. _ _JdF _ sinh[/1/kgT] _ -
(i = TN~ coshlf/oT] tanh[/1/kgT] . (5.157)

Da die Spins bei .77j nicht miteinander wechselwirken, entkoppeln die Erwartungswerte
furi# j:

<sisj>0 = (si)o <sj>0 = tanh?[1/kgT] (5.158)

Dies gilt bei J¢ natiirlich nicht, da dann die Spins miteinander wechselwirken und

<5i5j> # (Si) <5j> (5.159)
gilt.

Nun miissen wir noch die Erwartungswerte der beiden Hamiltonians berechnen:

N
() = —EZ (5% = —hiN tanh[f/ksT] (5.160)
i=1
¢ N N
<%>0 = —z Zl Z ‘ _<Sisj>0 - hzl <Sl‘>0 (5.161)
i=1 nnvon i;j i=
NeZ 27 N
=~ tanh’[i/ksT] ~ hN tanh[}i/ksT] (5.162)

Z ist die Koordinationszahl des Gitters, z.B.:

kubisch: Z =6 (5.163)
quadratisch: Z =4 (5.164)
linear, 1D: Z =2 (5.165)

Damit konnen wir Fy,; angeben,
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Fvar
N

= —kgTIn(2 cosh[/kgT]) — % tanh?[71/kgT] — (h — h) tanh[h/kpT] (5.166)

Diesen Ausdruck miissen wir jetzt beztiglich i minimieren. Dazu berechnen wir zu-
néchst einmal

dtanh[h/kgT] 1 97
= = &7 |1 - tank?[2/ksT]] , (5.167)
aFUﬂ?/N .
woraus dann = folgt:
Iaur/N _ tanh[f1/kgT] - €z tanh(fi/ksT] [1 - tanh?[1/ksT]| (5.168)
o ksT
+ tanh[f1/kgT] - (= h) [1 - tanh2[ﬁ/kBT]] (5.169)
ksT
[ €Z ~ h—h 27 B
=iz tanh[f1/kgT] + kB—T) |1 - tanh?[f1/ksT]| = 0 (5.170)

Da wir davon ausgehen, dass /1 nicht gegen co geht, wird der zweite Faktor in (5.170)
nicht Null, woraus eine transzendente Bestimmungsgleichung fiir / folgt:

£ tanh[}i/ksT] + 2 = 0 (5.171)

Damit haben wir eine transzendente Losung Far(h) = Foa[h, h(h)] der Gleichung. Was
ist also die »echte« 2 Magnetisierung?

v _ _9Fmp/N _ . OhFu/N
S0 =00 =PRI T an

(5.172)

Da am Minimum beziiglich h der zweite Term in (5.172) verschwindet, bekommen wir
als Resultat, dass

(8) =<(s) (5.173)

innerhalb der Naherung ist!

Formen wir nun die transzendente Gleichung (5.171) um,

25 Echt« natiirlich im Rahmen unserer Néherung
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h h eZ h h h eZ h
k2 h ' —anh |2+ €2 ann 2 174
T~ Tl T Ir Aoh 7 = tanh ez =tanh | om + o tanh Pt (5174)

woraus mit der Definition der

Magnetisierung pro Spin m = tanh % (5.175)
B

folgendes wird:

m = tanh [ . + <22 (5.176)

Diese Gleichung kénnen wir grafisch 16sen, indem wir die Schnittpunkte der beiden

Funktionen m und tanh [k:_T + %—?] bestimmen. Das ganze machen wir fiir h = 0 und

schreiben zudem

eZm

tanh [ KT

] — tanh|[c - m]. (5.177)

Fir ¢ > 1 und ¢ < 1 ist dies in Abbildung 5.9 dargestellt. Wir sehen, dass es nur fiir

c= keB—ZT > 1 eine nicht-triviale Losung gibt.

Die Reihenentwicklung des tanh ist durch

3

tanh(x) ~ x — % b (5.178)
gegeben, woraus
eZm 1 (eZm\? 2 ksT\ ([ €Z
mx g 3lnr) ~ -3(e—z) (67 1) (5-179)

folgt. Mit T. = €Z/kg , T = T/T, wird daraus

m? = 3(%)3 (TT - 1) — 378 (% - 1) . (5.180)

Und mit f = T — 1 ergibt sich
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Abbildung 5.9: Grafische Losung von (5.176)

a1 3
2 =3(1 3(—~—1)z— 7), 181
m* =3(1 +f) o, 3t + O(t) (5.181)

woraus schlussendlich

m =~ /3|f|1/2 (5.182)
wird. B ist hier 1/2 und damit der gleiche Exponent wie fiir das van-der-Waals Gas! Dies
wird auch als Gitter - Gas - Analogie bezeichnet.

In der Tat kann das Spinsystem auf ein Gasmodell abgebildet werden. Dazu interpre-
tiere:

si=+1 — Teilchen vorhanden (5.183)
si=—1 — kein Teilchen vorhanden (5.184)
mittlere Magnetisierung;:
m =0 — 50% Besetzung (5.185)
m=+1 — 100% Besetzung (5.186)
m=-1 — 0% Besetzung (5.187)
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Vergleich der Resultate mit anderen Methoden:

Mit der Meanfield-N&dherung erhalten wir fiir den kritischen Punkt

(T—kB) =Z. (5.188)
€ c
Also erhalten wir fiir:
T
1D: (ﬁ) =2 (5.189)
€ c
2D (T—kB) =4 (5.190)
€ [
3D: (TTkB) =6 (5.191)
C
In 1D ergibt die Transfer-Matrixmethode
(TTkB) =0, (5.192)
c

also ist in 1D die Meanfield-Ndherung unendlich falsch!
In 2D ist die Onsager-Losung

Tkg 1
— | =2269, =< 5.193
(52) =209, =5 5199
und in 3D ergeben Simulationen
Tkg 1
— | =45116, == 5.194

In der Tat wird die Meanfield-Ndherung besser in hohen Dimensionen! Zum Beispiel
in 4D ist = 1/2, d.h. die Meanfield-Ndherung stimmt.
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6 Quantenstatistik

6.1 Quantenmechanische Effekte und Postulate

Photoelektrischer Effekt (Hertz (1887), Einstein (1916)):

Bestrahlung von Metall mit Licht der Frequenz v. Kinetische Energie E der emittierten
Elektronen hédngt nicht von der Lichtintensitdt ab, sondern von v: E = hv — hyg —

Energiequantisierung

Davisson und Germer (1927):
Elektronenbewegung, — A = h/p.
Partikel haben Wellencharakter:

planare Welle:

—

(kx — wt)] + isin[(kx — wt)]

. h 21
—hkmlth—ﬂ,k—T

W o expli(kx — wt)] o< cos

p:

SRS

— PP 1

[W(r)]> = Aufenthaltswahrscheinlichkeit
E=hv=hw, v =2nv, E=p*2m
Es gilt:

2 W _ K2 QPW
Zhw

= =5 Schrodinger-Gleichung fiir freies Teilchen

E=L +V(x), A=-L£2Z V()

2m 9x?

E,W,(x) = HY,(x) stationire Schrodinger-Gleichung
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6.2 N - Partikel - Wellenfunktionen

Hamiltonoperator: # = K+ Q

Kinetische Energie: K = —% fil 612

potentielle Energie: Q = Yicjo(ri,rj) + L u(ri)

Stationére Schrodinger-Gleichung: AW, (7, ...,7N) = E, VY, (7, ..., 7N)

Permutationsoperator: Pij\lfn(. ..,ri,...,r]',...) =Wu(. T i)

klarerweise: P?j\lln(. L) =Wal..)

also prinzipiell auch moglich: ~ #;;W,(...,7;,...,7j,...) = £Wy(..., 7)., 7,00 )
halbzahlige Spins: negatives Vorzeichen, Fermionen (Elektronen, He?)

ganzzahlige Spins: positives Vorzeichen, Bosonen (Photonen, He*, Phononen, Al-
kalimetalle)

Konstruktion von N - Partikel - Wellenfunktionen

Betrachte zunéchst einen vollstindigen Satz von Ein-Partikel-Wellenfunktionen 1,(r)
(a: Quantenzahl) mit Orthonormalitét:

f A1 1 (r)ug(r) = Sap (6.6)

Betrachte nun Produktwellenfunktionen

Uay(Dttay(2) .. ttay(N) , a(i) = ua(ri), (6.7)

die durch den Quantenzahlensatz {aq, ay, ..., an} bestimmt werden. Die korrekte Wel-
lenfunktion lautet:

Wil N) = = 3 0 [, (P)- 0 PR] = = 3 b (1) ()]
H P . P
6.8)

wobei P ein Permutationsoperator ist, der das Set {1,2,..., N} in das permutierte Set
{P1,P2,...,Pn} umwandelt. Es gibt N! verschiedene Permutationen. Diese kénnen
durch Vertauschungen erreicht werden.

gerade Permutation: gerade Anzahl von Vertauschungen
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ungerade Permutation: ungerade Anzahl von Vertauschungen

Fur Bosonen ist

5p = 1 (6.9)

und fiir Fermionen ist

(6.10)

{+1 , P gerade
Op =

-1, P ungerade

Damit ist die Statistik von Bosonen und Fermionen korrekt beschrieben!

Die Produktwellenfunktion von Fermionen kann man auch mit Hilfe der Slater-Determinante
darstellen:

U, (1) ... ugy(1)

Wi(l,...,N)= —

N~ (6.11)

ualkN) . uaN'(N)

Aus den Eigenschaften der Determinante folgen damit auch die Eigenschaften der fer-
mionischen Wellenfunktion; denn die Determinante wechselt beim Vertauschen von
Zeilen oder Spalten das Vorzeichen und sie verschwindet, wenn zwei Zeilen oder Spal-
ten identisch sind, also wenn zwei Quantenzahlen tibereinstimmen.

Es zeigt sich, dass

(\y{a},\y{ﬁ}): f ANrw (@, NP, ,N) =0 (6.12)

gilt, wenn {a} # P{p} fiir alle P ist. Wy, ist also ein orthogonales System aus N-Partikel-
Wellenfunktionen. Betrachten wir nun (\If{a}, ‘If{a}),

(Viap, Vi) = f dswrﬁzzcsplaﬂ [, 2y D) 4Pa@y D] - - [t (21 N) 110y ()] -
Pr P2
(6.13)

Fiir Fermionen muss $; = $; sein, da alle a; verschieden sind. Damit ergibt sich, dass
die fermionischen N-Partikel-Wellenfunktionen orthonormal sind:
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1
(\y{a},\y{a,): f d?’NrmZu;(al)(l)...u;(aN)(N):1 (6.14)
P

Fiir Bosonen miissen nicht unbedingt alle Quantenzahlen verschieden sein! Wir nehmen
an, dass von unserem Set von Quantenzahlen (a4, ..., an) n, den Wert a haben. Damit
zeigt sich, dass die bosonischen Wellenfunktionen nicht orthonormal sind, sondern das
vielmehr

(‘I’{a}, ‘I’{a}) = H ng! (6.15)

[24

gilt. Dieser Sachverhalt wird spater wichtig.

n, nennt man Besetzungszahl des Einzel-Partikel-Levels a. Klarerweise gilt }’, 1, = N,
wobei N die Gesamtanzahl der Teilchen bezeichnet. Fiir Bosonen kann 7, die Werte
0,1,...,N annehmen und fiir Fermionen aufgrund des Pauli-Verbots 0 oder 1.

6.2.1 Freie Partikel-Wellenfunktion

Betrachten wir nun eine freie Partikel-Wellenfunktion. Die Quantenzahl « ist nun ge-
geben durch den Impuls des Teilchens p. Die Ein-Teilchen-Wellenfunktionen fiir freie
Partikel lauten:

1 g
Uy(7) = Wew/h (6.16)

f dr u,(Nuy(@ =1 furp=p’ (6.17)

gilt, sind diese Ein-Teilchen-Wellenfunktionen orthonormal. Fiir periodische Randbe-
dingungen, u, (7 + #L) = up() mit # = (ny, ny,n;) und ny, ny,n; € {0,1,2,...}, erhalten
wir diskrete Impulse:

7= anh” (6.18)

Diese Impulswerte bilden im Impulsraum ein kubisches Gitter mit der Gitterkonstanten

% = % Fiir V = L - oo geht die Gitterkonstante gegen Null. In diesem Limes gilt:
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ny 1%
(5o~ Zbfn o

Es sei noch erwidhnt, dass die bosonisch bzw. fermionisch symmetrisierten N-Partikel-
Wellenfunktionen fiir freie Partikel Eigenfunktionen des kinetischen Operators K sind.
Demnach gilt:

N 1
RW,(1,...,N) = %(p% +o+pR) Vi (1,...,N) (6.20)

6.3 Klassischer Limes der Quantenstatistik

Als Postulat der Quantenstatistik geben wir die quantenstatistische kanonische Zu-
standssumme an:

Zn(V,T) = Sp e P = Z (W, e 7 w,) (6.21)

= Zfdf‘}Nr\y;(l,...,N)e-W w,q1,...,N) (6.22)

Die Summe },, geht tiber alle distinkten Quantenzustande. Im klassischen Limes soll
daraus die klassische kanonische Zustandssumme

1 z
Zn(V, T) = N f d*Np @®Ny e PHE1) (6.23)

mit dem klassischen Hamiltonian

2
Hpr =) 5—;1 +Q (6.24)

1

folgen.
Dazu betrachten wir nun ein ideales Gas, also ein Gas mit QO = 0. Wir haben die folgende
N-Partikel-Wellenfunktion fiir freie Teilchen

W(1,...,N) = \/% Y 0p [tpy (1) -ty (V)] (6.25)
z
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mit den Ein-Teilchen-Wellenfunktionen

- 1 i 7
ug () = We’;’/ nin (6.26)

Im Prinzip muss man nun tiiber alle verschiedenen Impulsquantenzahlensidtze sum-
mieren, um die Zustandssumme zu erhalten. Diese Summe iiber alle {g} schreiben wir
als

Z. le Z N'h3N f Ppy ...y, (6.27)

# PN (6.19)

wobei der Faktor 1/N! sicherstellt, dass wir auch nur iiber alle distinkten Quantenzu-
stinde summieren.

Nunist der Faktor [ ], n,!, auf den die bosonischen Wellenfunktionen normiert sind (vgl.
(6.15)), wichtig, da er das Unterzdhlen verhindert, falls mehrere Teilchen den gleichen
Impuls, also die gleiche Quantenzahl haben. Betrachte zur Erlauterung 4 Partikel. Alle
moglichen Sets von Quantenzahlen (ay, ..., as) werden durch 4! geteilt, damit nur die
distinkten Zustande gezdhlt werden. Nun tritt aber zum Beispiel das Set (1,1, 1, 1) nur
einmal in unserer Summation auf, wird jedoch trotzdem durch 4! geteilt. Das Produkt
[1. 714! = 4! sorgt nun dafiir, dass dieser Faktor 1/4! aufgehoben wird.

Wir erhalten also fiir die gesuchte Zustandssumme mit (6.27):

VN _
ZN(V,T)zN!hSN f dNr dPNp Wi, ..., Ne PRw,(1,...,N) (6.28)

Den kinetischen Operator in der Exponentialfunktion kénnen wir anwenden, indem
wir die Exponentialfunktion als Reihe schreiben:

4R = (—=BKipy) _
eFRw,a,... Ny =) — Y =e P (1,...,N) (6.29)
=

Jetzt haben wir noch das Produkt aus den beiden Wellenfunktionen,

1

WL M)Wy, N) = 2= Y b, [u}l @1(1)) upz(ﬁl)(l)] » |u;,N(501 (N)) u%(ﬁN)(N)] ,
P P2

(6.30)

wobei eine der Permutationsadditionen redundant ist und den Faktor 1/N! kiirzt. Damit
erhalten wir also
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2,1, N)P = Zép[ D s )], PO 15,09 (631)

= W ZP: Op exp [ﬁ (7 - (A —PA)+ - +PN- (P — PF’N))] . (6.32)

womit wir die Zustandssumme als

1 i - > >
ZNVT) = gy [ Ve e B I Y opel B (639)

angeben konnen. Nun definiere f(7) als

=2 rm 2
[ dBpeBW [2m+ipTIh fd3pe (- hﬁ) 22

= = 6.34

f(?) f d3pg_ﬁ(P2/2m) f d3pe B(p?/2m) ( )
_lﬂ 2712

=e ' =TI, (6.35)

mit der thermischen Wellenlinge A = +/27h?/mkgT. Mit dieser Definition wird aus
(6.33):

1

IN = NN

f PN @3Ny BT+ 2m Z op [f(A = Pr1)... f('n —PIN)]  (6.36)
P

Fiir kleine A ist f eine kleine Grofse, nach der wir entwickeln kénnen:

Zép [F(7 = PR).... fin =P = _1_+) PG =7)+ ) fG = F)fG = TfG = 7

i<j /™~ ijk
1 2
(6.37)

Die Zahlen geben jeweils die Anzahl an Permutationen an, die zu diesem Term fiihren.
Das Plus-Zeichen steht hier fiir Bosonen und das Minus-Zeichen fiir Fermionen.

Jetzt konnen wir den klassischen Limes ! bilden, also A — 0 schicken. Dies bedeutet
wegen (6.35), dass f — 0 geht. Damit erhalten wir die klassische Zustandssumme:

1Der klassische Limes ist erreicht fiir m — oo, kT — oo, formal: /i — 0. Den Quantenlimes erhélt man auf
umgekehrte Weise.
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ZN = x| dNpd®NrePX0) (6.38)

Auflerdem konnen wir Quantenkorrekturen mit (6.37) zur klassischen Zustandssumme
angeben. In fithrender Ordnung lautet die Quantenkorrektur:

1+ Z fA-7)= H (1£ A7 - 7)) = exp [ﬁ Z 5,-]-] (6.39)
i<j i<j i<j

0j; ist eine effektive Quantenwechselwirkung, die nur durch die im System vorherr-
schende Statistik bedingt ist. Nach (6.39) ist sie gegeben durch:

2n(7-7;)2
5ﬁ:—@Th%lif%ﬁ—ﬁ»:—@Th{liéner) (6.40)

In fithrender Ordnung kénnen die Quanteneffekte also durch eine effektive Paarwech-
selwirkung mitgenommen werden. Die quantenkorrigierte Zustandssumme lautet:

2
_ﬁ {Z ZP_;H + Z 51']']} (641)

i<j

- 1
ZN = NI f dNrd®Np exp

Betrachten wir das asymptoptische Verhalten der effektiven Paarwechselwirkung. Fiir
grofie Abstande wird die Exponentialfunktion sehr klein, wodurch wir den Logarithmus
entwickeln konnen. Dies fiihrt zu:

2n(F; 7))

0jj ~ FkpTe 2 fiir grofie Abstande (6.42)

Hier gilt jetzt das Minus-Zeichen fiir Bosonen und das Plus-Zeichen fiir Fermionen.
Fiir kleine Abstdnde kénnen wir die Exponentialfunktion entwickeln,

) 2n(r; - 7))

e A ~1 P , (6.43)

womit wir folgendes fiir 7;; erhalten:
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(7 - 7
Bosonen: 0;; ~ kgTIn|2 — — 0 (6.44)
kpTre(7i — 7))
~ —kgTIn2 + BT E— Fiir kleine Abstande (6.45)
(s - 7
Fermionen: ¥;; ~ —kgT In — (6.46)
ri—7r;
~ —2kgTIn Fiir kleine Abstéande (6.47)
Insgesamt ergeben sich die in Abbildung 6.1 dargestellten Kurven.
_|91|l-
20k )
L5} s
1.0 x‘x Fermionen
05F .
—
— F
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 I_ _ i : T | 1 1 1 =
0.2 04 g 0.8 1.0 A
-0.5 — ____--—-""--- Bosonen

Abbildung 6.1: Effektive Paarwechselwirkung von Bosonen und Fermionen. Diese
Wechselwirkung ergibt sich nur durch die richtige statistische Behand-
lung und durch das korrekte Symmetrisieren der Wellenfunktionen.

6.4 Bose- und Fermistatistik - allgemeiner Fall

Betrachte ein allgemeines Quantensystem mit Energielevels €;, die durch eine Quanten-
zahli=0,1,... durchnummeriert sind. Im Prinzip kénnen Energiezustdnde degeneriert

145



sein, was wir vernachlédssigen. Ein quantenstatistischer Zustand ist definiert durch die
Besetzungszahlen n; mit der Normierung ) ;n; = N. In diesem Fall ist die Zustandss-
umme gegeben durch

NV, Ty = ) P, (6.48)

wobei die Energie durch

Hlni) =) em; (6.49)

i

gegeben ist. Wie schon erwédhnt, gilt fiir ein Fermigas n; = 0,1 und fiir ein Bosegas
n;=0,1,2,....

Die Summation tiber die Besetzungszahlen bei festem N in Gleichung (6.48) ist kompli-
ziert, weswegen wir ins grofskanonische Ensemble {ibergehen:

(o] ZH,‘ZN
ZV,T) =) Y ZNehliem (6.50)
N=0 ‘{n;)
- Z 7 Li i =P Li €in; (6.51)

{ni}

zist die Fugazitit. Die Doppelsumme in (6.50) ist gleich der unbeschrankten Summation
tiber alle n;. Die Summe in (6.51) konnen wir jetzt ausfiihren:

F(V,T) = ZZ ze Peo)" (zeper)" (6.52)

= Z ze‘ﬁeo Z ze‘ﬁel)n1 (6.53)

n

Die Zustandssumme faktorisiert vollstandig, obwohl im Prinzip eine Wechselwirkung
enthalten ist!
Fiir Fermionen lauten die einzelnen Faktoren

1

Z (ze‘ﬁe")ni =1+zePei, (6.54)

1’11':0
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wodurch wir folgendes fiir die fermionische groffkanonische Zustandssumme erhal-
ten:

ZF(V,T) = 1 (1 +zeFe) (6.55)
i=0

Fiir Bosonen hingegen lauten die einzelnen Faktoren

(o]

Z (ze‘ﬁei)ni =1+ze P+ (ze‘ﬁei)z +.0= ﬁ , (6.56)
n;=0

wodurch wir folgendes fiir die bosonische grofikanonische Zustandssumme erhalten:

[se]

D@pBos (V T) H

1
=0 1- zePei

(6.57)

Ein potentielles Problem ist hier durch ze ¢ = 1 gegeben. Siehe dazu das Kapitel iiber
die Bose-Einstein-Kondensation.

Aus der Thermodynamik wissen wir, dass

PV

P In 2, z=ePH . (6.58)

Und wir wissen, dass der Erwartungswert der Gesamtteilchenzahl durch

dn?Z, 0JzdnZ JdInZ

(N) = fan pop oz 2 (6.59)
gegeben ist. Diese Grofien berechnen sich zu:
—ﬁer . .
kBT Z ln 1+ ze fiir Fermionen (6.60)
— ﬁe, (
kB T= Z ln ze fiir Bosonen (6.61)
(N) = Z Ze—ﬂel Minus: Bosonen, Plus: Fermionen (6.62)
B 1 F zePei ' ’ ' '

1=
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Berechnen wir nun noch die mittlere Besetzungszahl des i-ten Niveaus

Z n.ZNe_ﬁZiei”I
iy = 2 = In }ije pLiem
Z{nk} 7z 6_13 Yi€in ‘8 ael

und die innere Energie:

*

—
d Jd —ge.
u-=- % In% = %Zhln(lizeﬁ')l

+ : Hier darf die -Abhéngigkeit von z nicht beachtet werden!

- Lt - L

6.5 Ideales Fermigas

(6.63)

(6.64)

(6.65)

(6.66)

Wir nehmen an, dass die Energie-Levels durch e; = p?/2m gegeben sind und dass es
keine weitere Wechselwirkung zwischen den Partikeln gibt. Nach (6.60) gilt damit:

ﬁe
kBT Zln 1 + ze

Im Kontinuumslimes V — oo gilt } 3 = h% f d*p, woraus folgt:

P _ 47’( © 2 _ﬁp2/2m
kB_T_ﬁf dppln(1+ze )
N 4n [, , zehr/m
V= f dpp ———
VB, 1 + zefr*/om

Ersetze: x = p 4/f/2m. Damit folgt:
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3/2 00
P 4m(2m ) 2
kB_T:h_?’(?) \L dx x ln(1+ze x)

1 4n (Zm )3/ 2 f R
-=—|= dx x** ——
v M\B 0 1+ ze™

Daraus wird mit A = (hzﬁ [2mem) /2

P B 1 4 0 ) 2\ _ 1
kB_T_ﬁﬁ ; dx x ln(1+ze )—FfS/z(Z)

1 1 4 [ ze %
= dex®——
v Ao 1+ ze™

1 0 1
= 5%, f52(2) = ﬁfs/z(z)

Hier haben wir zwei Spezialfunktionen definiert,

4 © 2
z) = — dx x*In(1 +ze™
)= 7= | (1+27)
und

—x2

4 © ze
zZ) = — dx x?——
f312(2) V7 f(; 1+ ze ™

(6.70)

6.71)

(6.72)

(6.73)

(6.74)

(6.75)

(6.76)

deren Reihendarstellung wir mit Hilfe von In(1+vy) = y—y?/2+y>/3—... im Folgenden

berechnen:
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2 ,—2x% 3 ,—-3x2
2 Z%e zoe
z) = dx x“|ze™ — + —-...
f512(2) f ( 5 3 )

d P 2e V' BV
yy ze — 25/2 +W—...

B _ (1)l+1l
=z- 25T 35T_'" Z 5

1+1 l
13/2(2) =z> f5/2(Z) Z5 Z( ;;/2

e (_1)l+1zl
:Z 1372

Beziehung zwischen U, P und V:

(6.77)

(6.78)

(6.79)

(6.80)

(6.81)

Mit Gleichung (6.72) kénnen wir die innere Energie des idealen Fermi-Gases berech-

nen:

d d PV

u= —%m% = _%kB_T = —%ﬁfwz(z)

Da % o« (kgT)3/? = 53/2, folgt:

P
B

S

U=

NI

- 3
=3PV

By
—~

1
P

Wir erhalten also das gleiche Resultat wie fiir ein klassisches Gas!

Limes 13/v < 1 (hohe Temperaturen, niedrige Dichten):
Nach Gleichung (6.74) haben wir

A3 z2 z3

T TRt pnT

. o . . 3\k
Diese Potenzreihe invertieren wir mit dem Ansatz z = ), a (%) :
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A1 (A3
Z:?'i'm(?) — ... (685)

Das so bestimmte z setzen wir nun in die Gleichung (6.72) fiir P/kgT ein und erhalten:

Pv v z? o (A3 1 (A3 1 (A3

Daraus ergibt sich schlussendlich:

kI; =1+ 251/2 ’L Ideale Gasgleichung plus repulsive Korrekturen (6.87)

Mit diesem Ergebnis und mit Gleichung (6.83) konnen wir nun auch Quantenkorrektu-
ren zur inneren Energie angeben:

3 3 3 1 A3
U= EPV_ —NPv = _NkBT(l-i-ZST_) (688)
3/2
Mit A3 = (%) ! konnen wir zudem die Warmekapazitat berechnen:

3
oujoT 3, 3 kBA— (6.89)

Cv=—x 287 22

Wir erhalten also das klassische Resultat mit kleinen (13/v < 1) Korrekturen. Auflerdem
konnen wir (np> abschitzen:

Be /\3
<Tlp> RN —ePer Boltzmann-Statistik (6.90)
1+ze P v

Limes A%/v > 1 (niedrige Temperatur, hohe Dichte; Quantenlimes):
Betrachten wir A3/v nach Gleichung (6.74):

—x2

A3 4 o0 ze
- = 7) = — dxx*—— 6.91
v f122) ﬁ\[o 1+ ze™** (6.91)

Setze nun v = Inz = u/kgT. Da wir im Limes niedriger Temperaturen sind, gilt v > 1.
Damit erhalten wir:
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x2

4 (o]
f32(2) = ﬁjo‘ dxexz_v 1 (6.92)

Jetzt setzen wir x*> = y, woraus sich mit dy/dx = 2x = 2 1y folgendes ergibt:

2 00 yl/Z
pa == [y 693)
W iL/E f(; dy (yS/Z)I eV + 1)_1 (6.94)
4 00 y3/2€y—v

= —= D —— 6.95
—— 3+ Jo y(ey“’ +1)? (6.59)
part. Int.

Als néchstes machen wir eine Sattelpunktsentwicklung. Dazu entwickeln wir y*/? in
eine Taylorreihe um yp = v:

Y2 =124 gvl/z(y —v)+ gv_l/z(y )P+ (6.96)

Dies setzen wir jetzt in (6.95) ein und machen noch die Ersetzung t = y — v :

4 [ et 3 3 _
fg/z(Z) = ﬁ j:v dt (et N 1)2 [V3/2 + Evl/zt + gV 1/2t2 +... (697)

Weiterhin gilt

[ff

wobei das letzte Integral wegen

—v ¢ —v
f e ‘ ek f dte! = ¢ (6.99)
—00 et + —00

~ 0 ist. Damit erhalten wir:

von der Ordnung e™
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gerade Fkt. ungerade Fkt.
—_— ——

4 (™ ¢ 32, OS2, L3 12 v
= — _— = = 6.100
f3/2 BﬁIm dt(et+1)2 [v + v t +3v =+ ]+O(e ) ( )

2 2
(Vs/z+ﬂ_v—1/z+‘__)_ 4 (1n3/2(z)+%ln_l/z(z)+...) (6.101)

RN 8 RV

Jetzt konnen wir uns den Ausdruck

34w A3 2
\/__:V3/2 T2

e + (6.102)
im Limes A — oo ansehen:
_(3ym A3\
v= (Tﬁ %) = ke_FT Definition der Fermienergie (6.103)
B
Weiterhin folgt aus (6.102):
3ym A3 a 3/2 i 1/2 = 2\
— = — 1 = 14+ — 104:
( 10 ) Al I v o (6.104)
2 n?
~ — | = — A
v (1 + 152 v+ oy (6.105)
_(ANEXNT R e kT (©.106)
L4 0 12v " kT 12 er '

Also gilt tatsachlich v = £ fiir T — 0.

Betrachten wir nun die Fermi-Energie unter Benutzung der Definition der thermischen
Wellenldnge A genauer:

2/3
3m A3\ 3y [ m22n P21
€r = kBT(T?) = kBT T kaT T_] (6107)
Daraus folgt:
2/3
er = L () / (6.108)
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Fiir spinlose Fermipartikel ist die Fermi-Energie also abhdngig von der Dichte und
unabhéngig von der Temperatur!

Als nédchstes betrachten wir die mittlere Besetzungszahl im Limes T — 0 (f — o0):

<”P> = . = 1

1+ 2 1P —— 1 + ePleer)

(6.109)
z=e"
In diesem Limes ist <np> eine Stufenfunktion:
1, fure, <
(my=1" T (6.110)
0, flire, >er
Dieser Sachverhalt ist in Abbildung 6.2 veranschaulicht.
1.0
T=0
03f
:5 - II
ll
o4l I'll
(] o
T=0

Abbildung 6.2: Verlauf der Besetzungszahl in Abhdngigkeit von der Energie des ent-
sprechenden Niveaus fiir T =0 und T > 0.

Anschauliche Interpretation der Fermienergie:

Wegen des Pauli-Ausschlussprinzips fiir Fermionen (zwei Fermionen kénnen nicht im
identischen Quantenzustand sein) fiillen die Fermionen im Limes T — 0 alle niedrigsten
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Energiezustdande bis zur Fermikante er. er sollte also auch durch Abzéhlen der Zustiande
bestimmbar sein.

Dazu betrachte Partikel mit Spin s und Multiplizitit g =2s+1 (s = 1/2 - m = +1/2,
s = 3/2 - m = +3/2,+1/2). Mit der Teilchennormierung gzp <np> = N und er =

p2/2m — pr = \2mer lasst sich folgern:

gV (P . gV4n f”F ,  &Vanp;
_ _ gvan - 111
N h3f0 Pp="5 | drt =55 (6.111)
N ¢4npd  edn
- = 3h3F :_§h3 @meg)?? (6.112)
33\ 1
_>(v4ng) o= (6.113)

Fiir g=1 ist das das alte Ergebnis (6.108)!

6.5.1 Wirmekapazitit bei tiefen Temperaturen

Fiir endliche Temperaturen wird die Verteilungsfunktion (6.109) zu:

-1
1 ﬁ(ep‘eF'*%_z] )
=—x~[1+ pee 6.114
<1’lp> 1+ Z—leﬂep ( € F ( )

MitU=1},€ <np> konnen wir jetzt die innere Energie berechnen:

2 oo
u= h—‘gfd‘c’p f—m <np> = h—‘é% ; dpp* <np> (6.115)

Nun wenden wir partielle Integration an und erhalten:

Von [ J gV2r [ eberv
U=—— dpp® | -= = dp pb ———— 6.116
h35m Jy Py ( p <np>) h35m? f(: o (eﬁer“’ + 1)2 ( )

pep-v . . .
ﬁ hat ein scharfes Maximum bei €, = €r und man kann den Integranden um
e P+

diesen Wert entwickeln. Dadurch erhilt man:

2
U = =Ner [1 + —n? (—) +. l (6.117)
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Beachte hier den Widerspruch zum Gleichverteilungssatz.
Der erste Term in (6.117) entspricht der Grundzustandsenergie des Fermi-Gases, wie
im Folgenden gezeigt wird:

2 2
_ 2‘ p-_Vv s, P~ _V2n pr 4
to = 2m h3[ . TP o = m Jo Iy (6.118)

= 5 3PF = 5 Prer (6.119)
3
Unter Benutzung von N = %, Gleichung (6.111), folgt daraus:
Uo = 2Ner (6.120)
Damit stimmt unsere oben gemachte Aussage. Weiterhin kénnen wir
OU/N _ 1*kgksT
cy = QUN _ mksks (6.121)

oT 2(—,‘1:

folgern.

Fir T — 0 geht die Warmekapazitidt gegen Null, was dem dritten Hauptsatz der Ther-
modynamik entspricht. Die hergeleitete Warmekapazitdt stimmt gut mit der experi-
mentell gemessenen Warmekapazitit von Metallen (Leitungselektronen + Gitteratome)
tiberein.

Anschauliche Erklarung der Warmekapazitat:

Bei einer Temperatur T sind Fermionen mit einer Energie er —kgT < € < er angeregt auf
ein oberes Niveau. Die Anzahl dieser Fermionen ist N - %T

ist N - %TkBT':'AU. Daraus ergibt sich:

und die Anregungsenergie

Cy _ JAU/Nkg — ksT
Cv _ MUKy = kT (6.122)

6.5.2 Druck eines idealen Fermi-Gases bei tiefen Temperaturen

Mit der inneren Energie des Fermi-Gases, Gleichung (6.117), und P = %% konnen wir
nun den Druck bei tiefen Temperaturen angeben:
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_2er|. 5 (ksTY

€r
212/3%2 2 2
_ Om) oy | S (kTN (6.124)
5muv>/3 12 \ er

2m \ v
Wir sehen also, dass es selbst bei der Temperatur T = 0 einen Druck gibt, der aufge-

wendet werden muss, um das Fermi-Gas im Volumen zu halten!

. . 2 (ern2\2/3 . .
Hier haben wir (6.108), er = 5 (—) , benutzt, was unabhingig von T ist.

Einige Zahlenwerte fiir Elektronen in Metallen

Man kann zeigen, dass in Metallen die Rumpfelektronen fest an die Kerne gebunden
sind. Fiir einwertige Metalle gibt es dann gerade ein Elektron pro Kern, das relativ
locker gebunden ist und als frei angesehen werden kann.

Zunichst einmal schitzen wir die Fermi-Energie

(3 \"°
= — =2 12
F = om (4ngv) ! 8= 4 (6125)
fiir diese Elektronen ab:
m,=9.1-10"! kg (6.126)
h=66-10"*Ts (6.127)
~1
v~102m>® (Abstand = 3 nm) (6.128)
— e x g 21079 (6.129)
kT =4.4-1072'] (T =300K) (6.130)
— er = 2eV = 80kgT — QM-Effekte wichtig! (6.131)
Damit ergibt sich die innere Energie pro Teilchen zu
u 3
— = —¢p ~ 50kgT 132
N 561: 50 Bl , (6 3 )

157



wobei man im klassischen Fall I\Q] = %kBT hitte!
Auflerdem konnen wir den Druck berechnen:

_2er .o ] 9N
P=:T 210 - =10° — ~10*atm (6.133)

Dabei gilt: 1 atm ~ 1.01 - 10° N/m?. Die Elektronen verdampfen nicht aus dem Metall

wegen der Austrittsarbeit, die einige eV betragt.

6.5.3 Relativistische Effekte

Bei Elektronen und Elementarteilchen sind relativistische Effekte oft wichtig, die relativ
einfach mitgenommen werden konnen. Betrachte dazu:

|
Il

mc Energie-Masse-Aquivalenz (6.134)

Auflerdem brauchen wir die Beziehung zwischen bewegter und ruhender Masse,

02 -1/2
m = my (1 - C—Z) . (6.135)

Damit konnen wir jetzt die relativistische Energie-Impuls-Beziehung herleiten:

m2c* 2
B2 =mct =~ o 21— T = w2t (6.136)
_2 c? 0
c2
E?»?
— E?= méc4 + = m%c4 +0*m?c? = m%c4 + pzcz (6.137)
1/2
ngoﬁﬁ+ﬁ8y (6.138)

Um nun zu entscheiden, ob man die betrachteten Teilchen relativistisch behandeln muss
oder nicht, betrachte man das Verhiltnis

p’ct  mP? /21 (6.139)
mgc4 méc2 1_2’_; 2/v2-1" '

Jetzt konnen wir die beiden folgenden Félle unterscheiden:
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T <1l (ev<xc) — E=myc (1 + —4) (6.140)
et mge
2
E ~ moc* + 20 nicht-relativistisch (6.141)
p2c2
- >1 (®v<c) — Expc ultrarelativistisch (6.142)

0

6.6 Ideales Bosonengas

Der intuitive Hauptunterschied zu Fermionen besteht darin, dass Bosonen den gleichen
Quantenzustand einnehmen konnen und wollen.
Wir hatten im Abschnitt 6.4 schon einige Beziehungen fiir Bosonen hergeleitet:

2 = ﬁ (1-zea)” (6.143)
i=0
- % == i In (1 - ze7F) (6.144)
i=0
(np) = 1 ze:jifﬁel (6.145)
— N = ; (nj) = Z‘ — ﬁel —, U= Z € {n;) = Z = 5e, — (6.146)

Wir benutzen nun, dass fiir nichtrelativistische, massive Teilchen ¢; = €, = p2 /2m ist.
Ein potentielles Problem kann auftauchen fiir den Term mit p = 0, wenn z — 1. Deshalb
betrachten wir diesen Term separat (und benutzen wieder ), = h% f d3p):

kBiT - _% In(1 —z) — 13 f dplin (1 - ze Fr/2m) (6.147)
= _‘l/ In(1 —z) — % f dpp 1n( - ze‘ﬁ”z/zm) (6.148)

1
= _V In(1 - Z) + g5/2(Z) (6.149)

Im letzten Schritt haben wir die Spezialfunktion
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4 o =z
=—— d 21 1—2z¢e™* = 6.150
85/2(2) \/Efo 2 In ( ; 572 (6.150)

definiert.
Weiterhin konnen wir berechnen:

N
V- V z-1 f Py —1eﬁp2/2m (6.151)
1
Vz—l 7 A3 83/2(2) (6.152)
Hier wiederum haben wir die Spezialfunktion
d 7l
831200 = 25-8520) = ) 555 (6.153)
=1
definiert.
Wie wir an dem Ausdruck fiir (n;), Gleichung (6.145), sehen, ist
1
T ={(ng) , (6.154)

die Anzahl von Teilchen im Grundzustand. Nur, wenn {ng) /V = N/V - (ng) /N endlich
ist, also eine makroskopische Anzahl von Teilchen im Grundzustand ist, wird dieser
Term wichtig!

Die Zustandsgleichung ist, wie beim idealen Fermi-Gas, gegeben durch:

u=3pv (6.155)

6.6.1 Schwarzkorperstrahlung

Wir betrachten eine grofie Kiste bei der Temperatur T. Wenn die Kiste grofs genug
ist, wird das Wandmaterial unwichtig. Dann brauchen wir nur die elektromagnetische
Strahlung bei einer Temperatur T zu betrachten.

Berechnen wir zunédchst einmal den Energieinhalt des elektromagnetischen Feldes:
Die elektrostatische Energie einer beliebigen Ladungsverteilung o(r) ist durch
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1 ,_0(r)a(r’)
W= 5 f drdr yrm— (6.156)

gegeben.
Durch Losen der Poisson-Gleichung,

_a

V3 =
¢=-

(6.157)
kann man aus einer gegebenen Ladungsverteilung deren Potential berechnen. Fiir das
Potential einer Punktladung, o(r) = ed(r—rp) erhdlt man ¢(r) = e/ (4meolr—rol). Aufgrund
des linearen Superpositionsprinzips erhalten wir:

1 , a(r)
o(r) = 4n80fdr — (6.158)
Damit erhalten wir fir W:
w:% f dro(r)(p(r):—% f dr (qub(r))qb(r) (6.159)
- f ar (Vi) = 2 f ar ) (6.160)

Fiir die Energie des magnetischen Feldes findet man:

Winag = dr B3(r) (6.161)

21

Die Energie des elektromagnetischen Feldes geht also quadratisch mit dem Freiheits-
grad, der Stiarke des lokalen Feldes. Damit entspricht dies einem harmonischen Oszil-
lator.

Fiir den quantenmechanischen harmonischen Oszillator gilt

E, = (n + %)hw , (6.162)

wobei w die harmonische Quantenzahl ist und 7 die Besetzungszahl.

Aus der QED folgt, dass Photonen masselose Bosonen mit ganzzahligem Spin sind. Fiir
jeden erlaubten Impuls gibt es zwei Polarisationszustdnde. Zudem ist die Anzahl von
Photonen nicht beschrankt und auch nicht erhalten.

Aus der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung Epy, = {/mc* + p?c? folgtmitmg = 0,
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dass die Energie der Photonen durch Ep;, = pc = hiw gegeben ist. Hieraus folgt mit
E = mc?, dass sich Photonen mit Lichtgeschwindigkeit bewegen, also v = c. Letztendlich
konnen wir folgern:

1
E, = (n + E) Iplc (6.163)
Unter Verwendung von

z=ef=1 da u=0 (6.164)

konnen wir die grofSkanonische Zustandssumme berechnen:

%, = H ie—ﬁ(“%)%’c} = H [e—ﬁPCﬂﬁ] (6.165)

- > — - >
p,.o n=0 p,0

Um nun nach der uns bekannten Formel U = —d1In 2, /dp die innere Energie auszurech-
nen, bilden wir den Logarithmus von 2:

n#=Y In [e-ﬁr’cﬂ;] =2’ [_ﬁpc fln—" ] (6.166)

—t 1 —ePre 2 1 — e Bre
p.o 14
Mit
2¢Pre
<7’lp> = 1——(3_ﬁpc (6167)
erhalten wir fiir U:
u= Z pc  +pc <np> (6.168)
~——

P

*

Der Teil * wird als Vakuumpart bezeichnet. Er ist nicht direkt zugénglich, unabhingig
von der Temperatur und wir lassen ihn im Folgenden weg. Nun formen wir unsere
Formel fiir die innere Energie weiter um:
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pce_ﬁpc
1 —ePre

—ppc
pce 3
U= 22 = fd
_87'(ch
B Jo

Mit E = iw = pc = p = hw/c wird daraus:

p e~ Bre
1— e Pre

— = n2c3 fo ﬁhw i fo dow u(w) Planck’sche Strahlungsformel

Dieser Sachverhalt ist in Abbildung 6.3 veranschaulicht.

L

TI ' .

(6.169)

(6.170)

(6.171)

Abbildung 6.3: Spektrale Energiedichte des Photonengases fiir drei verschiedene Tem-

peraturen.

Planck’sche Strahlungsformel fiir fliv < 1

In diesem Fall gilt ePho 1 ~ phiw und wir erhalten:
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kB Tﬂ)z
n2c3

u(w) = Rayleigh-Jeans-Gleichung (6.172)

Planck’sche Strahlungsformel fiir ffiw > 1
In diesem Fall konnen wir die 1im Nenner der Planck’schen Strahlungsformel vernach-

lassigen und erhalten:

3
u(w) ~ e phe

Wien’sches Strahlungsgesetz (6.173)

Maximum der Energieverteilung

Bestimmen wir also das Maximum von u(w) aus (6.171):

d oo w?

gu(w) = 203 % l:eﬁhw ~ 1] =0 (6174)

2 3 Bhebliew
L Swn | wphe (6.175)

phw _ 1 2

T

phw
— Losung: phw’ = 2.8 (6.177)
Wir haben also:

w* = % Wien’sches Verschiebungsgesetz (6.178)
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Stefan-Boltzmann-Gesetz

Betrachten wir noch einmal die Planck’sche Strahlungsformel (6.171):

u h « w®
- =— d 17
vV oma ), e _q (6.179)
Nun setzen wir x = pliw, womit wir
u 1 « x3
- A
V 20 j; dx 7 (6.180)
erhalten. Mit
* x3 nt
fo dxex 115 (6.181)
folgt:
% = "125(2(;?4 Stefan-Boltzmann-Gesetz (6.182)
Herleitung der Zustandsgleichung
PV _ _ ﬁpc —ppc
]qs—T—lnffz—ZZ‘[—T—ln(l—e ) (6.183)
P
% 3 Bpc _
= f d°p [—7 ~In(1-e ﬁpf)] (6.184)
2V s | <P -
= f a°p [—3 ~In(1-e P)] (6.185)
din%, 3PV
—(U) ET BT 3 (6.186)
Damit folgt:
d=3p (6.187)
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Mit dem Stefan-Boltzmann-Gesetz (6.182) konnen wir also den Strahlungsdruck des
Photonengases angeben:

_ E _ ﬂz(kBT)4

T3V T 45(ch)3 (6.188)

Numerische Beispiele

Temperatur von strahlenden Korpern:

Wir wissen, dass ¢ = v - A ist. Damit berechnen wir jetzt die Wellenldnge, bei der die
spektrale Energiedichte u(w) ihr Maximum hat:

B _wA . 2.8kgT c2m
c=v A_Zn und o = -1 (6.189)
ch2m he 1
= = =5-10"° [m/K] - = 1
A st T 28T o O MKl (6.190)
Damit ergeben sich folgende A™:
T=1000K — A"=5um (6.191)
T =10*K(= Tsopne) — A* =500nm (6.192)
Druck des Photonengases:
Nach Gleichung (6.188) ist der Druck eines Photonengases durch
m (kgT)*
=——2 7 6.193
45(ch)3 ( )
gegeben. Dies fithrt durch Einsetzen von Werten auf:
T T4
P=250-10"1 [l] —— =25-10"% [atm] —~ 6.194

Ein Druck von 1 atm wird also erst bei einer Temperatur T ~ 10°K erreicht.
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6.6.2 Bose-Einstein-Kondensation
Betrachten wir noch einmal Gleichung (6.152),

N_1_ 1 z 1

v = Z—) = VE + F g3/2(Z) . (6195)

Durch diese Gleichung wird die Fugazitit z bestimmt. Die Spezialfunktion

b 1
z
83/2(2) = Z B (6.196)
I=1

ist fiir z zwischen 0 und 1 eine endliche, monoton ansteigende Funktion. Fiir kleine
Werte von z ergibt die Taylorentwicklung

Z2 23
g3/2(2)=2+m+m+... . (6197)

Bei z = 1 ist die Steigung von g3/ unendlich 2, aber der Funktionswert ist endlich. Er
ist gegeben durch ((3/2), also durch den Wert der Riemann’schen Zeta-Funktion an der
Stelle 3/2:

1
g32(1) = Z 5 = B/ ~ 2612... (6.198)
1=1
Damit hat g3/, eine obere Schranke:

g3/2(2) < 2.612 (6.199)

Da nach Gleichung (6.154) die mittlere Anzahl an Teilchen im Grundzustand durch

z
(ngy = e (6.200)
gegeben ist, konnen wir die Gleichung fiir z, (6.152), umschreiben:
n A3
)\3% =—- 93/2(2) (6.201)

Wir stellen uns nun ein Experiment vor, in dem A (Temperatur) und v (Dichte) von
aufien eingestellt werden. Da g3/, eine obere Schranke hat, g3/2(1), muss also

284,(1) = L2, 7z divergiert
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PELLUA (6.202)

gelten, fiir:

%3 > g3/2(1) Bose-Einstein-Kondensation (6.203)

Wenn (6.203) gilt, dann liegt ein Teil der Bosonen, der einer makroskopischen Anzahl
entspricht, im Grundzustand vor. Die Temperatur, ab der (6.203) giiltig ist, ist durch

A3 =0 g3p(1) (6.204)
gegeben und damit konnen wir die kritische Temperatur angeben:

_ K/2mm
kgT. = —[v g3/2(1)]2/3 (6.205)

Auflerdem konnen wir Gleichung (6.203) entnehmen, dass der Phasentibergang un-
gefdhr dann stattfindet, wenn der Abstand zwischen den Teilchen der thermischen
Wellenldnge entspricht:

)\3
V- =
T g3n()

(6.206)

Jetzt widmen wir uns dem Losen der Bestimmungsgleichung von z, Gleichung (6.152),

A3 Az
— = g3/2(Z) + —=— (6.207)

v Vi-z’
im Limes V grofs aber endlich. Fiir %3 > 2.612 ist z sehr nahe bei 1 und wir konnen
somit z schreiben als z = 1 — €, was zu /\_V312TZ = ‘A,—Se fihrt.

Da wegen (6.207) ?,—36 = 73 gelten muss, erhalten wir e ~ 7.
Im Limes V' — oo erhilt man also die folgende Losung fiir z:

o ' (6.208)
Zmit gap(z) = 2 fiir £ < g3p(1)

_ {1 fur %3 > g3/2(1)
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Im Limes V' — oo ergibt sich die Teilchenzahl im Grundzustand aus (6.201), also aus

(ngy 1 1 (ng) v
70 =57 %@ - WO =1--385202) (6.209)
Nun kénnen wir die beiden Fille %3 > g3/2(1) und % < g3/2(1) unterscheiden:
Fiir %3 < g3/2(1) erhalten wir

0, 6.210
s (6210)

da g3/2(z") = %3 ist. Far %3 > g3,2(1) gilt hingegen mit

3 1)(2 k 3/2 3/2
o, = A . v _ v83/2(1)(2mmkp) T3/2 = (1) , (6.211)
$32(1) —— T h3 T,
(6.205)
dass
T 3/2
%:1_03:1_%) , (6.212)
c c

Dies konnen wir noch etwas nihern:

1 -(1)3/2 =1- (—T_ T +_TC)3/2 =1 -(1 L _T)B/2 <3l (6:213)
T, T, T, 2 T ‘

Dies zeigt, dass wir fiir T nahe bei T, einen linearen Anstieg von (ng) /N proportional
zu T. — T haben, der dann fiir T — 0 in einen Anstieg proportional zu T%/? {ibergeht.

Bei T < T. ist ein endlicher Anteil von Teilchen im Grundzustand. Ansonsten verteilen
sich die Teilchen »unendlich diinn« {iber alle Zustdnde. Bei T — 0 sind alle Teilchen im
Grundzustand.

Oft wird die Bose-Einstein-Kondensation auch als Kondensation im Impulsraum be-
zeichnet. Die kondensierten Teilchen haben p = 0 und bewegen sich damit nicht. Es tritt
aber keine raumliche Separation auf wie im Fall der klassischen Phasenseparation.

Betrachten wir nun die Zustandsgleichung, Gleichung (6.149),

P 1 1
TT- Ty In(1-2)+ Fel 85/2(2) , (6.214)

zundchst fiir V grof$ aber endlich:
Im Koexistenzgebiet gilt:

169



1 Ine
=1- =In(1-2)~ — .
z € -y n(l —z) v (6.215)

Wenn V' — oo geht, gilt € ~  und wir erhalten:

L ~ w -0 fur V- oo (6.216)

‘—/ 11’1(1 - Z)

In diesem Fall liefert also die kondensierte Phase keinen Beitrag zur Zustandsgleichung!
Weiterhin erhalten wir:

P {% wsp(z) fir v> o 6217)

kT ~ % gs52(1) fir v<wo,

Hierbei ist g5,2(1) = C(5/2) = 1.342.

Nun betrachten wir uns die Isothermen im P-v-Diagramm. Berechnen wir dazu die
Ubergangslinie, die das Koexistenzgebiet vom Gebiet trennt, in dem kein Kondensat
vorliegt. Diese Ubergangslinie ist durch

P. 1 A°
o = pdsr) und - =gsn(l) (6.218)

definiert. Mit der Definition der thermischen Wellenlédnge erhalten wir

2numkg 32 5/2
P. =kg 7 T:'* g5/2(1) (6.219)
und
1 I’l 3/2 3/2
g32(1) v (2nmk3) =TI (6.220)
Aus (6.220) folgt
o\ 1 5/3
1502 ( ) ( ) , -
2numkp g3/2(1)v ( )

was in (6.219) eingesetzt folgendes ergibt:

170



p. = h 85/2(1)
C ™ 2mm 53 g3/2(1)5/3

Die Isothermen und die Ubergangslinie sind in Abbildung 6.4 qualitativ dargestellt.

P

kein BE-Kondensat

T2

Isothermen
Koexistenzgebiet
(BE-Kondensat)

Abbildung 6.4: Qualitative Darstellung der Isothermen im P-v-Diagramm. Die Uber-
gangslinie v°/3

trennt das Koexistenzgebiet vom Gebiet, in dem kein
Kondensat vorhanden ist.

Mit (6.217) erhalten wir auSerdem fiir v < v,:

ksT m2m\3/?
P= %85/2(1) = (7) (ksT)*'2g5/2(1)

(6.223)
Diese Kurve beschreibt die Koexistenz. Siehe dazu Abbildung 6.5.

Kommentar: Wenn bei konstanter Temperatur der von aufien angelegte Druck erhoht
wird, kollabiert das System (schlagartig!)zu einem unendlich kleinen Volumen! Beachte

dabei, dass alle Rechnungen fiir V' — oo durchgefiihrt wurden. Fiir endliches Volumen
V verhindert die Unschérferelation einen Kollaps!
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Py
P

/" Kondensat

Abbildung 6.5: Qualitative Darstellung des P-T-Phasendiagramms. Auf der Kurve exis-
tiert das Kondensat. Der Bereich links von der Kurve kann nicht erreicht

werden.

6.6.3 Berechnung der Warmekapazitit
Fiir nicht-relativistische schwere Bosonen gilt:
3
=2p

P

u
N

_%kBTU g5/2(Z) Gas
2 A3 gs52(1) BEK

_ gk T2 2mmkg )\ g52(z) Gas
2" 12 gs2(1) BEK

Fiir das Kondensat ist z = 1 = const. und wir erhalten:

_QU/N _ 150kp

oUIN _ 1ok 3/2
Cv=—"r =7 p&r0«T

Fiir das Gas ist z = z(T) und wir erhalten mit g3/2(z) = z% g5/2(2):
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15 vkg B kpTv §3/2(2) 0z
- 2% —r — 227
ET RSO o (6.227)
Fiir grofie Temperaturen konnen wir folgern:

A3 7>

? = gg/z(Z) ~z+ W (6.228)
A3
Szy T-3/2 (6.229)
z

85/2(2) ~1firT >0 —Cy= 14—5k3 - g . ;kB = ;kB fir T —» o (6.230)

Berechnung der nichstfiihrenden Korrektur fiir T > T, ergibt:

Phasentibergang passiert bei sehr tiefen Temperaturen, wo die meisten Gase schon
kristallisieren. Eine Ausnahme stellt hier He* mit T, ~ 2.18 K (theor. Vorhersage: T, ~ 3
K) dar. Allerdings ist He* stark wechselwirkend!

Der qualitative Verlauf der Warmekapazitit ist in Abbildung 6.6 dargestellt.

Cy

g

Tc

32

Abbildung 6.6: Qualitativer Verlauf der Warmekapazitit in Abhédngigkeit von der Tem-
peratur.

6.6.4 Experimentelle Bemerkungen zur Bose-Einstein-Kondensation

Wir hatten gefunden, dass fiir die Bose-Einstein-Kondensation folgendes gelten muss:
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0 < 5asA° (6.231)

Die Superfluiditat von Helium ist ein Indiz fiir Bose-Einstein-Kondensation, allerdings
ist die Streuwellenlinge a von He* klein im Vergleich zum Volumen pro Teilchen, 2% /v ~
0.2.

Mit Experimenten von Cornell, Wieman und Ketterle an Alkaliatomen ist Bl =~
10%...10°, also die die BEC-Bedingung erfiillt! Bei einer Dichte von 10'* Na-Atomen pro
cm?® findet Bose-Einstein-Kondensation bei 2 uK statt. Um die benétigten tiefen Tem-
peraturen zu erreichen, kann man die beiden nachstehend erlduterten Kiihlverfahren
verwenden:

1. Abbremsen eines Atomstrahls durch entgegengesetzt gerichtetes Laserlicht

2. Verdampfungskiihlung; Speicherung in einem inhomogenen Magnetfeld moglich,
da Na-Atome ein ungepaartes Elektron und damit ein magnetisches Moment
besitzen. Entfernen der energiereichen Atome mit Elektronenspinresonanz

Beobachtung des BEC-Kondensats:

Bei Bose-Einstein-Kondensation in einem harmonischen Potential geschieht die Kon-
densation sowohl im Orts- als auch im Impulsraum. Nach Abschalten des Fallenpo-
tentials fliegt die Wolke gemdfs Impulsverteilung auseinander. Beobachtung mittels
Laserlicht-Abbildung.

Betrachte zur Bose-Einstein-Kondensation auch Abbildung 6.7.

Abbildung 6.7: Geschwindigkeitsverteilung der Atome vor, wahrend und nach der
Bose-Einstein-Kondensation. (Aus Phys. Bl. 52, S. 573 (1996))
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