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Aufgabe 1: Kanonische Transformationen und Satz von Liouville

Betrachten Sie die Hamiltonfunktion eines harmonischen Oszillators:

H =
1

2
p2 +

1

2
ω2q2. (1)

(a) Definieren Sie neue Koordinaten Q und P :

Q = q
√
ω , P = p/

√
ω (2)

und zeigen Sie, dass dies eine kanonische Transformation ist.

(b) Schreiben Sie die Hamiltonfunktion als Funktion von Q und P um. Stellen Sie die hamil-
tonschen Bewegungsgleichunen auf und lösen Sie das Gleichungssystem für allgemeine
Anfangsbedingungen Q(0) = Q0 und P (0) = P0.

(c) Betrachten Sie ein Rechteck ABCD im Phasenraum mit Eckpunkten (QA, PA) = (1, 0),
(QB, PB) = (2, 0), (QC , PC) = (2, 1) und (QD, PD) = (1, 1). Finden Sie die Abbildung
des Rechtecks zu einem späteren Zeitpunkt t. Hinweis: Zeigen Sie, dass in den neu-
en Koordinaten, die Zeitentwicklung im Phasenraum einer Rotation um den Ursprung
entspricht. Zeigen Sie, dass die Fläche des Rechtecks durch die Zeitentwicklung nicht
verändert wird und erkären Sie, warum das aufgrund des Satzes von Liouville auch
im Allgemeinen zu erwarten ist. Wäre das immer noch der Fall, wenn ω in (??) eine
zeitabhängige Funktion wäre?

Lösung: Solutions on following page—
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Aufgabe 2: Kanonische Transformationen

Wir betrachten ein System beschrieben durch die Hamiltonfunktion:

H =
1

2
p2q4 +

1

2

1

q2
. (3)

Für Konstanten α 6= 0, β 6= 0, A 6= 0 und γ führen wir die folgende Koordinatentransforma-
tion durch:

q = Pα, p = AQβP γ. (4)

(a) Bestimmen Sie die kanonischen Bewegungsgleichungen für q̇ und ṗ. Drücken sie diese
durch Q,P, Q̇ und Ṗ aus und bestimmen Sie die Bewegungsgleichungen für Q und P .

Lösung: Die kanonischen Bewegungsgleichungen lassen sich leicht ablesen:

q̇ =
∂H

∂p
= pq4, ṗ = −∂H

∂q
= −2p2q3 + q−3 (s.1)

Aus der ersten Gleichung erhalten wir

αṖPα−1 = q̇ = AQβP γ+4α =⇒ Ṗ =
A

α
QβP γ+3α+1. (s.2)

Aus der zweiten Gleichung erhalten wir

A(βQβ−1Q̇P γ + γQβP γ−1Ṗ ) = ṗ = −2A2Q2βP 2γ+3α + P−3α. (s.3)

Indem wir (??) für Ṗ einsetzen erhalten wir nach umstellen

Q̇ = −A
β

(2 +
γ

α
)Qβ+1P γ+3α +

1

βA
P−γ−3αQ−β+1. (s.4)

(b) Betrachten Sie den neuen Hamiltonian H ′(Q,P ) = H(q(Q,P ), p(Q,P )) und bestimmen
Sie die kanonischen Bewegungsgleichungen für Q und P .

Lösung: Die transformierte Hamiltonfunktion ist

H ′(Q,P ) =
1

2
A2Q2βP 2γ+4α +

1

2
P−2α. (s.5)

Damit ergeben sich die kanonischen Bewegungsgleichungen zu:

Q̇ =
1

2
A2Q2β(2γ + 4α)P 2γ+4α−1 − αP−2α−1 Ṗ = −βA2Q2β−1P 2γ+4α. (s.6)

(c) Vergleichen Sie die Ergebnisse von a) und b). Was muss für α, β, γ, A gelten, damit
die Bewegungsgleichungen erhalten bleiben, d.h. damit die Koordinatentransformation
kanonisch ist.

Lösung: Offenbar ergeben die kanonischen Bewegungsgleichungen im Allgemeinen veränderte
(falsche) Bewegungsgleichungen für Q und P . Nur für spezielle Werte von α, β, γ ist die
Transformation kanonisch. Insbesondere folgt aus den beiden Bewegungsgleichugen für P

Ṗ =
A

α
QβP γ+3α+1 !

= −βA2Q2β−1P 2γ+4α (s.7)

für alle Werte von Q und P . Das kann nur gelten, wenn die Vorfaktoren und die Exponenten
übereinstimmen, d.h.

β = 2β − 1 =⇒ β = 1 (s.8)

γ + 3α + 1 = 2γ + 4α =⇒ γ = 1− α (s.9)

A

α
= −β = −1 =⇒ A = −α. (s.10)
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Es sollte jetzt noch überprüft werden, dass mit diesen Relationen auch die Bewegungsglei-
chungen für P übereinstimmen.

Insgesamt haben wir die folgende kanonische Transformation für eine konstante α 6= 0.

q = Pα, p = − 1

α
QP 1−α. (s.11)

(d) Bestimmen Sie die erzeugende Funktion F (q,Q) für die Koordinatentransformation.

Lösung: Die erzeugende Funktion F (q,Q) muss per Definition die Gleichungen

∂F

∂q
= p,

∂F

∂Q
= −P (s.12)

erfüllen. Die zweite ergibt direkt:

∂F

∂Q
= −q

1
α =⇒ F = −q

1
αQ+ C(q). (s.13)

In die erste Gleichung eingesetzt ergibt das zusammen mit (??).

− 1

α
Q+ C ′(q) = − 1

α
QP 1−α = − 1

α
Qq

1
α
−1 =⇒ C ′(q) = 0. (s.14)

Daher
F = −q

1
αQ+ C (s.15)

mit einer frei wählbaren Konstante C.

(e) Berechnen Sie die Poissonklammer {Q,P}q,p. Vergleichen Sie das Ergebnis mit den
Bedingungen aus Aufgabe c).

Lösung: Stellen wir die Koordinatentransormationen um erhalten wir

P = q
1
α , Q = A−

1
β p

1
β q−

γ
αβ . (s.16)

Damit erhalten wir

{Q,P} =
∂Q

∂q

∂P

∂p
− ∂Q

∂p

∂P

∂q
= − 1

βα
A−

1
β p

1
β
−1q−

γ
αβ

+ 1
α
−1. (s.17)

Die Koordinatentransformation ist genau dann eine kanonische Transformation wenn {Q,P} =
1 ist. Daraus lassen sich die gleichen Bedingungen wie in Aufgabe c) ableiten.
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